
Vorwort6

Jede Lerneinheit schließt mit einer ausrei-

chenden Anzahl von Aufgaben ab. Diese sind 

zur Ergebnissicherung und Übung gedacht, 

aber auch als Hausaufgaben geeignet. 

Kompetenz orientierte Aufgaben mit unter-

schiedlichem Schwierigkeitsgrad ermögli-

chen es dem Schüler, den Stoff zu festigen 

und zu vertiefen. Beispiele und Aufgaben 

aus dem Alltag, aus der Wirtschaft und der 

Technik stellen einen praktischen Bezug her.  

Eine Differenzierung der Aufgaben ist durch 

Farben gegeben: 

grün: Lösung ohne Hilfsmittel

blau: keine Vorgabe zur Lösung

Themen und Aufgaben für das erhöhte 

Anforderungsniveau (eA) sind farblich gelb 

hinterlegt.

Definitionen, Festlegungen, Merksätze und 

mathematisch wichtige Grundlagen sind in 

Rot gekennzeichnet.

Die Aufgaben „Test zur Überprüfung Ihrer 

Grundkenntnisse“ sind zur Ergebnissiche-

rung und Übung gedacht, aber auch als 

Hausaufgaben geeignet. Sie werden im 

Anhang ausführlich gelöst.

Für Aufgaben mit dem Download-Logo 

 stehen ausführliche Lösungen zum Download 

bereit. Sie finden diese im Downloadbereich 

zum Buch auf unserer Webseite  

https://www. merkur-verlag.de.

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen 
wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler 
 Mathematikwerkzeuge unterstützt. Im Buch 
wird Geogebra in vielfältiger Weise, zur Erar-
beitung von mathematischen Inhalten und zur 
Lösung von Aufgaben eingesetzt. 

Videos dienen der Veranschaulichung von 
Problemen und Erläuterung von Lösungswe-
gen. Sie unterstützen die Lernenden beim Ent-
decken mathematischer Zusammenhänge.
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4.5.3  Rotationskörper

Die Bilder zeigen Rotationskörper aus dem Alltag. Bei diesen Körpern ist das Volumen eine wichtige Größe. Das Volumen kann mithilfe der Integralrechnung bestimmt werden.

Rotationskörper entstehen, wenn eine ebene Fläche um eine Achse gedreht wird.
Beispiel

Der Mischer eines Betonwagens rotiert um eine 
Achse. Zur Berechnung des Volumens wird der 
Rand durch eine Kurve angenähert.

Rotiert die Fläche zwischen dem Graphen von f und 
der x-Achse um die x-Achse, so entsteht ein 
Rotationsparaboloid.

Will man das Volumen des Körpers berechnen, lässt 
sich folgende Methode anwenden: Man unterteilt 
den Rotationskörper mit dem Volumen V in n 
(n e N*) Zylinderscheiben der Dicke  h = �x.  
Der Radius einer Zylinderscheibe beträgt f (  x  i ).  
Somit erhält man für das Volumen einer Zylinder-
scheibe:   V i = π · ( f (  x  i ))2 · �x.  
Das Gesamtvolumen der Zylinderscheiben im Inter-
vall [0; b] ist dann   ∑

i = 1

n

 V i = ∑
i = 1

n

π ·  ( f ( x i ) )2  · �x.  

Mit �x gegen null, d. h.  n → ∞, erhält man daraus (bei Rotation um die x-Achse) das Volumen V des Rotationskörpers im Intervall [0; b]:

Volumeninhalt  V =  lim
n → ∞

∑
i = 1

n

π ( f ( x i ))2 �x = π ∫
0

b

(f ( x))2 dx 
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Beispiele
f (x) = 3  x  2 + 4   ⇒  f ′ (x) = 6 x f (x) = — 5  x 3 — 12 x + 2  ⇒  f ′ (x) = — 15  x 2 — 12f (x) =  e x + 1   ⇒  f ′ (x) =  e x f (x) = sin (x) + 5   ⇒  f ′ (x) = cos (x)f (x) = —   x 2 + 2 x + c  ⇒  f ′ (x) = — 2 x + 2 f (x) = 7   ⇒  f ′ (x) = 0

Summenregel
Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen der  Summanden. 

Beispiele
f (x) =  x 2 — 4 x + 3 ⇒  f ′ (x) = 2 x — 4
f (u) = — 3__

2 u 2 + 3__
4 u ⇒  f ′ (u) = — 3 u +  3__

4
f (x) =  x 3 — 5  x 2 + 3 x + 1 ⇒  f ′ (x) =  3 x  2 — 10 x + 3
f (x) = — 5__

2  e x — 3  x  4 ⇒  f ′ (x) = —  5__
2  e x — 12  x  3

f (x) = 4 sin ( x) + 3  x 5 ⇒  f ′ (x) = 4 cos (x) + 15  x 4
f (t) = 3 cos (t) + 4  e 4 ⇒  f ′ (t) = — 3 sin (t) 
f (x) = x +  7__

x + 2 = x + 7 x — 1 + 2 ⇒  f ′ (x) = 1 — 7 x — 2 = 1 —  7__
 x 2

f (x) =  x 3 + 2___
5 x =  x 3 + 2__

5 · 1__
x ⇒  f ′ (x) = 3  x  2 — 2__

5  x — 2

f (x) = — 1__
8 ( x2 — 4 x) ⇒  f ′ (x) = —  1__

8 (2 x — 4) = — 1__
4 x + 1__

2f (x) = 4  e  x +  √
__
x = 4  e  x +  x 0,5 ⇒  f ′ (x) = 4  e  x + 0,5  x  — 0,5

f (x) = a  x 3 + b x 2 + cx + d ⇒  f ′ (x) = 3 a  x 2 + 2 bx + c
f (x) = ln(x) + 5  ⇒  f ′ (x) =   1 __ x   

f (x) = 7ln(x) — 3x  ⇒  f ′ (x) =   7 __ x   — 3

Ableitungsregeln
 Faktorregel: Konstante Faktoren bleiben beim Ableiten erhalten.  f (x) = a · g (x)   ⇒  f ′ (x) =  a · g ′ (x) 
Summenregel:  Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen der  Summanden. 

f (x) = g (x) + h (x)   ⇒  f ′ (x) =  g ′ (x) + h ′ (x) Potenzregel: f (x) =   x n    ⇒  f ′ (x) =  n ·  x n — 1 ;  n e Q#

Funktionen und deren Ableitung
• In der Betriebswirtschaft

Gesamtkostenfunktion K Grenzkostenfunktion K′Erlösfunktion E Grenzerlösfunktion E′• In der Physik
Weg s (t) 

Geschwindigkeit v mit  v (t) = s′ (t)Geschwindigkeit v (t) Beschleunigung a mit a (t) = v′ (t)Ladung Q (t) Stromstärke I mit I (t) = Q′ (t)

mvurl.de/ix5s
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1__
x =  x — 1 ;  x — 2 = 1__

 x 2

√
__
x =  x 0,5 ;  x — 0,5 = 1___

√
__
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Differenzialrechnung

 Test zur Überprüfung Ihrer Grundkenntnisse

1 Untersuchen Sie das Schaubild der Funktion f auf Hoch- und Tiefpunkte.
a) f (x) =  x 3  —   9 __ 2    x 2  + 6 x + 3; x e R b) f (x) = (x — 3) e x ; x e R 
c) f (x) = sin (π x — 2);  x e ]— 0,5; 2,5[ d) f (x) =  e 2 x   —  e x ; x e R

2 Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente.
a) f (x) = —  x 3  + 3  x  2  — 1; x e R b) f (x) =  e x  —   1 __ 2    x 2  + 3; x e R

3 Machen Sie eine Aussage über das Krümmungsverhalten des Graphen K von f. Skizzieren Sie K.

a) f (x) =   3 __ 2   x —   3 __ 8    x 3 ; x e R b) f (x) = cos (2 x) + 1;  x e ]— 2; 2[

4 Die Abbildung zeigt das Schaubild K einer 
Funktion f.
Begründen Sie, ob folgende Aussagen wahr 
oder falsch sind.
(1)  K hat zwei Wendepunkte.
(2) f ′ ist wachsend auf [4; 8].
(3) f ″ (2) < f ″ (8)
(4) Die maximale momentane Änderungs-

rate von f liegt bei 8 . 

5 Das Schaubild einer Polynomfunktion 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung und hat den Extrempunkt E (2 | 8).
Bestimmen Sie den zugehörigen Funktionsterm. 

6 Gegeben ist die Funktion f mit f (x) =  1__
3 x 3 + 1__

2 x 2 — 2 x;  x eR.
Zeigen Sie: f ist monoton fallend für  — 2 ≤ x ≤ 1.
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Aufgaben

1 Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f.
a) f (x) = —   1 __ 4    x 2  + x — 2   b) f (x) =   1 __ 6   ( x 3  — 9 x)
c) f (x) =   1 __ 16    x 4  —   3 __ 2    x 2  + 5  d) f (x) = — x — 2 +  e 0,5 x  
e) f (x) = 2 sin (2 x) + 1;  x e ]— 1; 4[ f) f (x) =   1 __ x   + x; x ≠ 0  

2 Gegeben ist die Funktion f mit f (x) =  x 3  — 3 x + 2; x e R.
Bestimmen Sie die Extrempunkte des Schaubildes von f mithilfe der Monotoniebereiche.

3 Zeigen Sie, dass f mit f (x) =  e 0,25 x  — 2 —  e 0,5 x  ; x eR  in  x = — 4 · ln (2)  eine Extremstelle hat. Bestimmen Sie Art und Lage des zugehörigen Extrempunktes.

4 Die Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion f 
mit  f (x) = a (x —  x 1 ) (x —  x 2 ) (x —  x 3 ).

a) Bestimmen Sie a,  x 1 ,  x 2 und  x 3 aus der 
 Zeichnung.

b) Ermitteln Sie den Hoch- und den Tiefpunkt 
von K.

5 Berechnen Sie die Extremstellen von f mit f (x) = 0,5 x + sin (x) für x e [— 1; 7].

6 K ist das Schaubild der Funktion f mit 
f (x) = 2 cos (0,5 π x) + 3; x e [— 1; 5].
Die nebenstehende Abbildung zeigt K und die
Geraden g und h. Bestimmen Sie den Winkel α. 

7 Das Schaubild der Funktion f mit f (x) =  1__
8  x 4 —  x 3 + a; x eR sei K.Bestimmen Sie a so, dass der Extrempunkt von K auf der x-Achse liegt. Ist der Extrempunkt ein Hoch- oder ein Tiefpunkt?

8 Zeigen Sie: f mit f (x) = xe 3 — x ; x eR, ist auf [0; 1] monoton wachsend.

9 Begründen Sie ohne Verwendung der Ableitung, dass die Funktion f mitf (x) =  x 3 + 3  x  2 + 1; x eR, Extremstellen besitzt.     

10 Untersuchen Sie auf                 a) b) Extrempunkte.
 Y1 ≙ f (x)
 Y′ 1 ≙ f ′ (x)

11 Eine Polynomfunktion f hat die einfachen Nullstellen  x 1 = — 1 und  x 2 = 3. Das Schaubild von f hat den Extrempunkt N(2|0) und verläuft durch den Punkt P (0 | 3).Skizzieren Sie einen möglichen Verlauf des Schaubildes von f.
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Gleichungen der Form  sin (z) = u  bzw. cos (z) = u

Beispiel 1

  Bestimmen Sie alle Lösungen von sin (x) =   1 __ 2    im Intervall [0; 3 π].

Lösung 

Der WTR gibt eine exakte Lösung an:   x 1  =   π __ 6  

Hinweis:  Der Wert kann auch der Tabelle (*) (Formelsammlung) entnommen werden.       si n —1  nennt man auch Arcussinus.

Bestimmung einer weiteren Lösung mithilfe der Sinuskurve.

Man zeichnet die Sinuskurve  ( y = sin (x) )
und eine Parallele zur x-Achse mit der Glei-
chung  y =  1__

2 . 

Die Kurve mit der Gleichung  y = sin (x)  ist 
symmetrisch zur Geraden mit der 
Gleichung  x =  π__

2 .

Die rot gekennzeichneten Strecken auf der 

x-Achse sind gleich lang,  nämlich   π__
6  .

Man erkennt eine zweite Lösung:  x 2  = π —  π__
6 = 5__

6 π

Weitere Lösungen erhält man durch Addition von Vielfachen der Periode von f mit f(x) = sin (x): p = 2 π x 3 = π__
6 + 2 π =  13__

6 π 

x 4 = 5__
6 π + 2 π =  17__

6 π 

x 5 = 13__
6 π + 2 π =  25__

6 π > 3 π keine Lösung

Lösungen zwischen 0 und 3 π:  x 1 = π__
6 ;  x 2 = 5__

6 π;  x 3 = 13__
6 π; x 4 = 17__

6 π 

Hinweis: Lösungen auf R:                     x =  x 1 + k · 2 π  oder x =  x 2 + k · 2 π mit k e Z

x =  π__
6 + k · 2 π  oder x =  5__

6 π + k · 2 π mit k e Z

(*) Tabelle der wichtigsten Sinus- und Kosinus-Werte:

x 0 π__
6

π__
4

π__
3

π__
2

sin (x) 0 1__
2

1__
2 √

__
2 1__

2 √
__
3  1

cos (x) 1 1__
2 √

__
3  1__

2 √
__
2 1__

2 0

 mvurl.de/36r5
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1.4   Trigonometrische Gleichungen 
und deren geometrische Interpretation

1.4.1 Lösung von trigonometrischen Gleichungen

Gleichungen der Form  sin (z) = 0 bzw. cos (z) = 0 

Vorbetrachtung 

Man liest ab:  sin (0) = 0; sin (± π) = 0; sin (± 2 π) = 0
Allgemein gilt:
sin (z) = 0  für  z = 0; ± π; ± 2 π; ± 3 π; …
z = k · π;  k e Z

Beispiel 1

 Bestimmen Sie alle Lösungen exakt.
a) sin (2 x) = 0, x e [0; 4]

b) 3sin  ( π__
4 x ) = 0, x e [— 2; 10]

Lösung
a) Zu lösende Gleichung: sin (2 x) = 0 

2 x = 0; ±π; ± 2 π; ± 3 π; … | : 2
x = 0;  ± π__

2 ; ±π; ± 3__
2 π; …

Lösungen im Intervall  [0; 4 ] :  x 1 = 0;   x 2 = π__
2 ;  x 3 = π

x 4 = 3__
2 π > 4 keine Lösung

Hinweis: Lösungen auf R:             2 x = k · π |  : 2
x =  k__

2 · π;  k e Z

b) Zu lösende Gleichung: 3 sin  ( π__
4 x ) = 0                          | : 3

sin ( π__
4 x ) = 0 

π__
4 x = 0;  ±π; ± 2 π; ± 3 π; … | · 4__

π
x = 0;  ± 4; ± 8; …

Lösungen im Intervall [— 2; 10]: x 1 = 0;   x 2 = 4;   x 3 = 8 
Hinweis: Lösungen auf R:             π__

4 x = k · π | · 4__
π

x = 4k;  k e Z

 mvurl.de/mwyr
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AufgabenAufgaben

1 Bestimmen Sie alle Lösungen exakt, die im Intervall [0; 2 π] liegen.a) 5sin (x) = 0 b) sin (x) = 0,5  √ 
__

 2  c) sin (x) = — 0,5d) — 4 sin  (   π __ 4   x )  = 4 e) sin (x + 1) = 1 f) sin  (   π __ 2   x )  =   1 __ 2    √ 
__
3  

2 Bestimmen Sie alle Lösungen, die im Intervall [— 1; 6,5] liegen.a) 3 sin (x) — 2 = 0 b) sin (x) =   1 __ 3  c) — 5 sin (2 x) = 3

3 Berechnen Sie x ungerundet so, dass die Gleichung im Intervall [— 4; 4] erfüllt ist.a) 2 sin (2 x) = sin (2 x) — 1 b) — 4 sin (π x) + 2  √ 
__

 3   = 0 c)  √ 
__

 3   sin (x) —  √ 
__

 3   = 0d) 2 sin  (   x __ 2   )  +  √ 
__

 2   = 0 e) 2 sin  (   2 __ 3   x )  = 3 sin  (   2 __ 3   x ) f) 1 — 2 sin (x — 1) = 0

4 Welche Gleichung hat eine Lösung, welche nicht? Begründen Sie Ihre Antwort.a) sin (2 x + 1) — 3 = 0 b) 4 sin (x) — 3 = 0 c) sin (2 x) = 3 + sin (x)

5 Für welchen Wert von a ist  x =   π __ 6    Lösung der Gleichung  a · sin (x) — 2 = 0?Berechnen Sie für diesen Wert von a alle Lösungen für 0 < x < 7.

6 Bestimmen Sie die exakten Lösungen, die im Intervall [— π; 2 π] liegen.a) — 8cos (x) = 0 b) cos (x) = 0,5 c) 2 cos (x) =  √ 
__

 2  

7 Bestimmen Sie alle Lösungen x, die im Intervall  [0; 6,5]  liegen.a) 1 + 2 cos (x) = 0 b) 3 — 3 cos (x) = 0 c) 4 cos (x) = — 1

8 Die Abbildung zeigt die Kosinuskurve bzw. die Sinuskurve. Bestimmen Sie  x 2 ,  x 3  und  x 4 .a)  

x

y

x1 = 0,9

x1 x3
x4 x2

b)  

x

x1 = 3,55

x2
x3x4 x1

y

9 Geben Sie jeweils drei Lösungen der Gleichung an.
a) cos (3 x) = √

__
3  ___

2 b) cos ( 2 x___
5 ) = 1__

2√
__
3  c) cos (π x) =  √

__
 2 ___

2

10 Bestimmen Sie x ungerundet so, dass die Gleichung im Intervall [— 4; 4] erfüllt ist.a) 2 + 2 cos (x) = 0 b) 4 cos (π x) + 2 √
__
2  = 0 c) 3__

4 — 3__
2 cos (2 x) = 0

11 Ermitteln Sie die Lösungen für die Definitionsmenge D.
a) 2sin ( x + 1) = 0,9;  D = [0; 2π] b) cos (2x — 2) — 0,7 = 0;  D = [0; 2]

12 Bestimmen Sie alle Lösungen auf R.
a) sin (4 x) = 0 b) cos (x + 1) = 0,45 c) 4 sin (2x + 1) = 2,4

13 Geben Sie die Anzahl der Lösungen von 0 = t · sin(x) + 3; x, t e R, in Abhängigkeit von t an.
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