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Vorwort

Vorwort zur 1. Auflage

Das vorliegende Buch dient der vertieften beruflichen Fortbildung fiir Fachkrafte, mit beruflicher Erstausbil-
dung oder fiir Umschiler mit langer beruflicher Erfahrung. Es deckt den Lehrplan fiir Fachschulen, Fachaka-
demien und auch Berufskollegs ab. Es dient auch zur Vorbereitung auf die Erganzungspriifung in Mathematik,
Technik und Nichttechnik.

Ein kompaktes Lehr- und Ubungsbuch, das auch schwierige mathematische Zusammenhange anhand prak-
tischer Beispiele visualisiert und erklart. Dieser Praxisbezug zeigt dem Lernenden die jeweilige Anwendung
der mathematischen Themen auf. Im Mittelpunkt des Lernprozesses steht das selbst organisierte und selbst
gesteuerte Lernen erwachsener Schiilerinnen und Schiiler.

Zur Forderung handlungsorientierter Themenbearbeitung enthalt das Buch eine grof3e Anzahl von Beispielen,
anhand derer eine Vielzahl von Aufgaben zu I6sen sind. Zu jeder Aufgabe ist die Losung auf derselben Seite
angegeben. Das Buch ist deshalb auch sehr gut zum selbststandigen Lernen geeignet. Zum Uben dienen eine
Vielzahl von Aufgaben am Buchende. Ein didaktisch aufbereiteter Losungsband mit ausfiihrlichen Schritten
zur Losung, sowie eine Formelsammlung erganzen das Buch.

Um unterschiedliche Vorkenntnisse auszugleichen, beginnt das Buch mit den Kapiteln Algebraische und
Geometrische Grundlagen.

Die Hauptabschnitte des Buches sind

» Algebraische Grundlagen

« Geometrische Grundlagen

» Vektorrechnung

« Analysis

- Differenzialrechnung

« Integralrechnung

« Komplexe Rechnung

« Priifungsvorbereitung

- Aufgaben aus der Praxis

» Projektaufgaben

» Selbst organisiertes Lernen mit
Ubungsaufgaben - Musteraufgaben — Musterpriifungen

lhre Meinung interessiert uns!
Teilen Sie uns Ihre Verbesserungsvorschlage, Ihre Kritik aber auch lhre Zustimmung zum Buch mit.
Schreiben Sie uns an die E-Mail-Adresse: info@europa-lehrmittel.de

Die Autoren und der Verlag Europa-Lehrmittel Herbst 2015
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Mathematische Fachbegriffe

Mathematische Fachbegriffe

Ableitungsfunktion
Ist die Funktion f'(x), deren Werte die Steigungen des
Grafen der Funktion f(x) angeben.

Abgestumpfte Korper
Kegelstumpf und Pyramidenstumpf werden so be-
zeichnet.

Achsenschnittpunkte
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, z.B. x-,
y- oder z-Achse.

Aquivalenzumformung
Umformen von Gleichungen, bei denen sich die Lo-
sungsmenge nicht andert.

Arkus-Funktionen

Als Arkus-Funktionen z.B. arcsinx, arctanx, werden
die Umkehrfunktionen der trigonometrischen sinx,
tanx Funktionen bezeichnet.

Asymptote
Eine Gerade, der sich eine ins Unendliche verlaufen-
de Kurve beliebig nahert.

Biquadratische Gleichung
Es handelt sich um eine Gleichung 4. Grades mit nur
geradzahligen Exponenten (ax* + bx? + ¢ = 0).

Differenzenquotient
Ist die Steigung der Sekante durch zwei Punkte der
Funktion.

Differenzialquotient
Grenzwert des Differenzenquotienten, entspricht der
Steigung der Tangente.

Differenzierbarkeit von Funktionen

Eine Funktion ist differenzierbar, wenn sie an jeder
Stelle eine eindeutig bestimmte Tangente mit einer
endlichen Steigung hat.

Ebenengleichung
Flache, die z.B. durch drei Punkte, die nicht auf einer
Geraden liegen, festgelegt ist.

e-Funktion
Exponentialfunktionen mit der Basis e, natlrliche Ex-
ponentialfunktionen genannt.

Exponentialfunktion
Bei der Exponentialfunktion ist die Hochzahl die un-
abhangige Variable.

Funktion
Eindeutige Zuordnungen von Elementen nennt man
Funktionen.

Ganze Zahlen
Sie kdnnen positiv, negativ oder null sein.

Ganzrationale Funktion
Ganzrationale Funktionen bestehen aus der Addition
verschiedener Potenzfunktionen.

Gebrochenrationale Funktion

Bei einer gebrochenrationalen Funktion steht im
Zahler das Zahlerpolynom und im Nenner das Nen-
nerpolynom.

Gerade
Der Funktionsgraph fiir die Darstellung linearer Zu-
sammenhange (lineare Funktion) heil3t Gerade.

Gleichung
Eine Gleichung entsteht durch Verbindung zweier
Terme durch ein Gleichheitszeichen.

Hesse'sche Normalenform HNF

In der Hesse'schen Normalenform der Ebenenglei-
chung wird der Normaleneinheitsvektor statt des
Normalenvektors verwendet.

Imaginéare Zahlen
Scheinbare (unvorstellbare) Zahlen, z.B. j; 3j; -2j.

Integrieren
Integrieren heil3t, eine abgeleitete Funktion wieder in
die urspriingliche Form zurtickzufiihren.

Irrationale Zahlen

Sind Dezimalzahlen mit unendlich vielen, nichtperi-
odischen Nachkommaziffern, z. B. Wurzelzahlen, die
Konstanten m und e.

Kartesische Koordinaten
Achsen stehen senkrecht aufeinander und haben die
Einheit 1 LE.

Komplexe Zahlen
Zahlen, die reell und/oder imaginar sind.

Konstante Funktion
Funktionswert bleibt fiir alle x konstant.

Koordinatensystem

Mit Koordinaten (= Zahlen, die die Lage von Punkten
angeben) lassen sich diese in einer Ebene oder im
Raum eindeutig festlegen.

Lineare Funktion
Ganzrationale Funktion 1. Grades.

Lineares Gleichungssystem LGS
System von Lineargleichungen, deren Variablen die
Hochzahl 1 enthalten.

Logarithmische Funktionen
Sie sind die Umkehrfunktionen der Exponentialfunk-
tionen.



Mathematische Fachbegriffe

Logarithmus
Logarithmieren heil3t, die Hochzahl (= Exponent) ei-
ner bestimmten Potenz berechnen.

Nattirliche Zahlen
Positive, ganze Zahlen einschlieBlich der Null.

Numerische Integration

Numerische Integration heil3t, den Flacheninhalt
naherungsweise berechnen, z.B. durch Auszahlen
von elementaren Teilflaichen, wie Rechtecken oder
Trapezen. (Anwendung, wenn keine Stammfunktion
bekannt ist.)

Nulistellen
Die x-Werte der Schnittpunkte eines Funktions-
graphen mit der x-Achse nennt man Nullstellen.

Orthogonal
Rechtwinklig. Orthogonale (rechtwinklige) Geraden
haben einen Winkel von 90° zueinander.

Parabel
Graph einer quadratischen Funktion.

Pol
Stelle, an der eine senkrechte Asymptote vorliegt.

Polynom
Eine andere Bezeichnung flir "ganzrationale Funktion".

Potenz
Die Potenz ist die Kurzschreibweise fiir das Produkt
gleicher Faktoren.

Potenzfunktionen
Sind Funktionen, von der Form y = x".

Quadranten
Zeichenebenen in Koordinatensystemen.

Quadratische Gleichung
Ist eine Gleichung 2. Grades (ax? + bx + ¢ = 0).

Quadratwurzel

Beim Wurzelziehen (Radizieren) wird der Wert ge-
sucht, der mit sich selbst multipliziert den Wert unter
der Wurzel ergibt.

Rationale Zahlen
Zahlen, die durch Brliche darstellbar sind.

Reelle Zahlen
Zahlen, die rational oder irrational sind.

Relation
Eindeutige oder mehrdeutige Zuordnung.

Skalar
GrolRe, die durch einen bestimmten reellen Zahlen-
wert festgelegt ist.

Spitze Korper
Pyramide und Kegel werden als spitze Koérper be-
zeichnet (Prismatische Korper).

8

Spurgerade

Die gemeinsamen Punkte (Schnittpunkte) einer
Ebene mit einer Koordinatenebene bilden die Spur-
gerade.

Spurpunkte
Spurpunkte nennt man die DurchstoBpunkte
(Schnittpunkte) einer Geraden mit den Koordina-
ten-ebenen.

Steigung

Als Steigung wird das Verhaltnis des Ay-Wertes zum
Ax-Wert eines Steigungsdreiecks, z.B. einer Tan-
gente, bezeichnet.

Stetigkeit von Funktionen

Stetige Funktionen kénnen durch einen liickenlosen,
zusammenhangenden Kurvenzug dargestellt wer-
den.

Term
Mathematischer Ausdruck, der aus Zahlen, Variablen
und Rechenzeichen bestehen kann.

Trigonometrische Funktionen
Winkelfunktionen, z.B. sin x, tan x.

Umkehrfunktion
Funktion, bei der die Zuordnung der Variablen ver-
tauscht wird.

Variable
Das sind Buchstaben, z.B. x, y, an deren Stelle Zah-
len der Grundmenge gesetzt werden.

Vektor

Physikalische oder mathematische GrolRe, die durch
einen Pfeil dargestellt wird und durch Richtung und
Betrag festgelegt ist.

Wurzelfunktionen
Das sind Potenzfunktionen, die gebrochene Hoch-
zahlen enthalten.



1.3 Definitionsmenge

1 Algebraische Grundlagen

11 Term
Terme konnen Zahlen, z.B. -1; %; 2 oder Variablen,

z.B. a; x; y, sein. Werden Terme durch Rechenopera-
tionen verbunden, so entsteht wieder ein Term.

1.2 Gleichung

Eine Gleichung besteht aus einem Linksterm T, und
aus einem Rechtsterm T,.

Werden zwei Terme durch das Gleichheitszeichen
miteinander verbunden, so entsteht die Gleichung
T=T,-

Tabelle 1: Rechenoperationen bei Gleichungen T =T,

Beispiel 1: Gleichung
Stellen Sie die beiden Terme T: x + 2 und T,: -4
als Gleichung dar.

Operation Allgemein Beispiel
Addition x-a=0 +a
T +T=T,+T Xx—a+a=0+a
X=a
Subtraktion x+a=0 -a
T-T=T-T x+a-a=0-a
X =-a
Multiplika- %.x=1 |-2
tion 1
T-T=T,-T E.)(.2=1.2
X=2
Division 2.-x=4 |:2
T_T. 2-x_4
7= T#0 2 =3
x=2

Tabelle 2: Einschrankung des Definitionsbereichs in IR

Lésung: x+2 =-4 Term Einschrankung | Beispiel
Bruchterm T(x) = %
= 2 Xx-1+#0
Werden an Gleichungen Rechenoperationen durch- 87 N(x) N(x) # 0
- . . . . x #1
gefiihrt, so muss auf jeder Seite der Gleichung diese
Rechenoperation durchgefiihrt werden (Tabelle 1). D={xx# 1)
Eine Gleichung mit mindestens einer Variablen stellt Wurzelterm T(x) = x =1
eine Aussageform dar. Diese Aussageform kann eine T % x=0 X-1=0
wahre oder falsche Aussage ergeben, wenn den Va- W x groRer =1
riablen Werte zugeordnet werden. gleich 0 x=
D={xx=1}
Ein Wert x einer Gleichung hei3t Lésung, wenn Logarith- x>0 T(x) = logye x = Ig x
beim Einsetzen von x in die Gleichung eine wahre musterm SBer 0 x>0
Aussage entsteht. T, =log,x x groker D = {x|x > 0}

Beispiel 2: Losung einer Gleichung
Ermitteln Sie die Lésung der Gleichung x+2=-4
Lésung: x+2=-4 | -2

X+2-2=-4-2

X=-6

Bei Aufgaben aus der Technik oder Wirtschaft ergeben
sich haufig einschrankende Bedingungen in technischer,
technologischer oder 6konomischer Hinsicht. So kann die
Zeit nicht negativ sein oder die Temperatur nicht kleiner
-273°C werden. Diese eingeengte Definitionsmenge ist
dann die eigentliche Definitionsmenge einer Gleichung.

1.3 Definitionsmenge

Die Definitionsmenge eines Terms kann einzelne
Werte oder ganze Bereiche aus der Grundmenge
ausschlieBen (Tabelle 2).

Beispiel 3: Definitionsmenge

Die Definitionsmenge der Gleichung

WX-1=——-5—— X € Ristzu bestimmen.
(x+ T)x-1)

Lésung: Die Definitionsmenge D, des Linkster-
ms wird durch die Wurzel eingeschrankt.
D,={x|x =1AXER}

Die Definitionsmenge D, des Rechtsterms wird
durch den Nenner eingeschrankt. D, = R\{-1; 1}
Fir die Gesamtdefinitionsmenge D gilt:
D=D,ND,={x]x>1 A xER}

Aufgaben:

=y

. Lésungsmenge. Bestimmen Sie die Losung fiir x € R.
a) 4(2x - 6) =2x - (x + 4)
b) (2x — 1)(3x — 2) = 6(x + 2)(x — 4)
X+2 _ 2-x -
C)T_2_4 d)T+a—1

e)2x4—a_b=2 f)3x5—5=2x4—3

. Lésen von Gleichungen. Lésen Sie die Gleichungen nach
allen Variablen auf.

N

~1g.12 1_1,1
a)h_zgt b)R_R1+R2
. Definitions- und Losungsmenge. Geben Sie die Definiti-
onsmenge und die Losungsmenge an.

a)V2x+2 =V4x-8

w

3x-1_2-3x
b) X+2  2-x

Lésungen:
1.a)x=2 b)x=-10 c)x=28 d)x=2a
e)x=%a+2b+4 f)x=%
_2h., _ e“z _R1'R2. _R'Rz. _R'R|
2.a1g=30t=+\"g bIR=pL bR =g LR =gy
3.a)D={xjx = 2)g; L= {5} b)D=R\-2;2);L={E}

= [Weirere Aurcasen v Kapirer 11] 9



1.4.2 Potenzgesetze

1.4 Potenzen

1.4.1 Potenzbegriff

Die Potenz ist die Kurzschreibweise fiir das Produkt
gleicher Faktoren. Eine Potenz besteht aus der Basis
(Grundzahl) und dem Exponenten (Hochzahl). Der
Exponent gibt an, wie oft die Basis mit sich selbst
multipliziert werden muss.

Beispiel 1: Potenzschreibweise

Schreiben Sie

a) das Produkt2-2-.2-.2.2 als Potenz und
b) geben Sie den Potenzwert an.

Lésung: a)2-2-2-2-2=25 b) 25 =32

a-a-a-a-...-a =a"
N a"=b
n-Faktoren
1 1
a" =% a"=7gn

a Basis;a>0
b Potenzwert

n Exponent

1.4.2 Potenzgesetze
Potenz mit negativem Exponenten

Eine Potenz, die mit positivem Exponenten im Nen-
ner steht, kann auch mit einem negativen Exponen-
ten im Zahler geschrieben werden. Umgekehrt kann
eine Potenz mit negativem Exponenten im Zahler
als Potenz mit positivem Exponenten im Nenner ge-
schrieben werden.

Beispiel 2: Exponentenschreibweise

Schreiben Sie die Potenzterme a) 23; b) 102 mit
entgegengesetztem Exponenten und geben Sie
den Potenzwert an.

Lésung
3_1_1_

a)2 —23—8_0,125
3__1 __1

b) 10 —103—1000—0,001

Tabelle 1: Potenzgesetze

Regel, Definition

algebraischer
Ausdruck

Addition und Subtrak-
tion

Potenzen dirfen addiert

oder subtrahiert wer-

den, wenn sie denselben

Exponenten und dieselbe

Basis haben.

r-a”ts-a"
=(rts)-a"

Beispiel 3: Physikalische Benennungen

Schreiben Sie folgende physikalischen Benen-
nungen mit umgekehrtem Exponenten.

a)m s b) U - min' o)

Lésung:

am-s2=1  pU.min"=L ¢D-m.s"
s min

Multiplikation

Potenzen mit gleicher
Basis werden multipli-
ziert, indem man ihre
Exponenten addiert und
die Basis beibehalt.

Potenzen mit gleichen
Exponenten werden
multipliziert, indem man
ihre Basen multipliziert
und den Exponenten
beibehalt.

an.am=g"n+tm

a"-b"=(a-b)"

Addition und Subtraktion

Gleiche Potenzen oder Vielfaches von gleichen Po-
tenzen, die in der Basis und im Exponenten uberein-
stimmen, lassen sich durch Addition und Subtraktion
zusammenfassen (Tabelle 1).

Beispiel 4: Addition und Subtraktion von Potenz-
termen

Die Potenzterme 3x° + 4y? + x% — 2y? + 2x3 sind

zusammenzufassen.

Lésung: 3x3+ 4y? + x3 - 2y? + 2x°
=(3+1+2)x3+(4-2)y? =63 + 2y?

Division

Potenzen mit gleicher
Basis werden dividiert,
indem man ihre Expo-
nenten subtrahiert und
die Basis beibehalt.

Potenzen mit gleichem
Exponenten werden
dividiert, indem man ihre
Basen dividiert und den
Exponenten beibehalt.

a" n, o-m n-m
aT=a .a™m™=a2a

o= 6"

Potenzieren

Potenzen werden po-
tenziert, indem man die
Exponenten miteinander
multipliziert.

n
(am) =amn

Definition

Jede Potenz mit dem
Exponenten null hat den
Wert 1.

a’=1;fira+#0

10




1.4.2 Potenzgesetze

Multiplikation von Potenzen

Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, in-
dem man die Potenzen als Produkt schreibt und dann
ausmultipliziert oder indem man die Exponenten
addiert.

Beispiel 1: Multiplikation

Berechnen Sie das Produkt 22 . 23 und geben Sie
den Potenzwert an.

Losung:

22.28=(2-2)-(2-2-2)=32

oder22.23=22+3=-25=-32

Beispiel 2: Flachen- und Volumenberechnung

a) Die Flache des Quadrates mit a = 2 m (Bild 1)
und

b) das Volumen des Wiirfels flir a = 2 m ist zu
berechnen.

Lésung:

a)A=a-a=a'-a'=a'*"=a?
A=2m-2m=2-2m-m=22m?=4m?

b)V=a.-a-a=a'-a'-a'=a'+"*1=ad

=2m-2m-2m=2-2-2m-m-m

=22m3=8md

Division von Potenzen

Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem
man den Quotienten in ein Produkt umformt und
dann die Regeln fir die Multiplikation von Potenzen
anwendet oder indem man den Nennerexponenten
vom Zahlerexponenten subtrahiert.

Beispiel 3: Division
Der Potenzterm g—z ist zu berechnen.

Lésung:
2°_95.1 _95 93_95-3_92_¢4
287 28~ - - -

oder§—§=25*3= 22=4

Potenzieren von Potenzen

Potenzen werden potenziert, indem man das Produkt
der Potenzen bildet und die Regeln fiir die Multipli-
kation von Potenzen anwendet oder indem man die
Exponenten multipliziert.

Beispiel 4: Potenzieren
Berechnen Sie die Potenzterme

a) (22° b) (-3)2 c)-3?

Lésung:

a) (22)3=22 .02.92_92+2+2 _ 96 _ 64
oder (22)° = 223 = 26

b) (-3)2=(-3)-(-3)=9 c)-32=—3-3)= -9

(-a)? = a2 —a?=—(a?)
a Basis;a>0
Flache Volumen
|
|
a2 |o © : a®
-
Z >
a a
|
|
22 |~ o~ : 28
-
z 9,
2 2
Bild 1: Flache und Volumen
Werte
<1 | >1
T
1 a1 1
1000 100 10 1 10 100 1000
| | | | | | |
T T T T T T T
0% 10% 10" 10° 10" 10> 10°

Bild 2: Zehnerpotenzen

Tabelle 1: Zehnerpotenzen, Schreibweise

ausgeschriebene Zahl Potenz | Vorsatz bei Einheiten
1000000000 10° G (Giga)
1000000 108 M (Mega)
1000 108 k (Kilo)
100 102 h (Hekto)
10 10 da (Deka)
1 100 -
0,1 107" d (Dezi)
0,01 1072 c (Centi)
0,001 10 m (Milli)
0,000001 10 y (Mikro)
0,000000001 10-° n (Nano)

Potenzen mit der Basis 10 (Zehnerpotenzen)

Potenzen mit der Basis 10 werden sehr haufig als
verkirzte Schreibweise fiir sehr kleine oder sehr
grolBe Zahlen verwendet. Werte groBer 1 kdnnen
als Vielfaches von Zehnerpotenzen mit positivem
Exponenten, Werte kleiner 1 als Vielfaches von Zeh-
nerpotenzen mit negativem Exponenten dargestellt
werden (Bild 2 und Tabelle 1).

Beispiel 5: Zehnerpotenzen

Schreiben Sie die Zehnerpotenzen
a)20pH b) 10 ml ¢) 3 kHz

Lésung:

a)20-10°H b)10-103¢ c¢)3-10°Hz
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1.5.2 Rechengesetze beim Wurzelrechnen

1.5 Wurzelgesetze

1.5.1 Wurzelbegriff

Das Wurzelziehen oder Radizieren (von lat. radix =
Wourzel) ist die Umkehrung des Potenzierens. Beim
Wurzelziehen wird derjenige Wurzelwert gesucht,
der mit sich selbst multipliziert den Wert unter der
Wurzel ergibt. Eine Wurzel besteht aus dem Wurzel-
zeichen, dem Radikanden unter dem Wurzelzeichen
und dem Wurzelexponenten. Bei Quadratwurzeln
darf der Wurzelexponent 2 weggelassen werden

2 — =
= va =va.

Eine Wurzel kann auch in Potenzschreibweise dar-
gestellt werden. Deshalb gelten bei Wurzeln auch
alle Potenzgesetze.

S
Va=x;a=0 Vamn =an;a=0

Radikand, Basis

m, ™ Exponent

n Wurzelexponent a

x  Wurzelwert

Tabelle 1: Wurzelgesetze

Beispiel 1: Potenzschreibweise und Wurzelziehen
Der Wurzelterm 14 = 4 ist

a) in Potenzschreibweise darzustellen und

b) der Wert der Wurzel zu bestimmen.

Lésung:

i —_— 1 — —
a)4="4"=4 b)\G=\G=2:denn2-2-4

1.5.2 Rechengesetze beim Wurzelrechnen
Addition und Subtraktion

Gleiche Wurzeln, die im Wurzelexponenten und im
Radikand (bereinstimmen, dirfen addiert und sub-
trahiert werden (Tabelle 1).

Beispiel 2: Addition und Subtraktion von Wurzeln
Die Wurzelterme 3Va, —23\“‘5, +24a, +4'b sind zu-
sammenzufassen.

Lésung:
3@-2b+2@+4b=(3+2a+(4-2'b
-5@+2\b

Regel algebraischer
Ausdruck

Addition und Subtraktion

Wourzeln dirfen addiert N _

und subtrahiert werden, r-va=s . va

wenn sie gleiche Expo- =(rxs)-va

nenten und Radikanden

haben.

Multiplikation

Ist der Radikand ein
Produkt, kann die Wurzel
aus dem Produkt oder
aus jedem Faktor gezo-
gen werden.

n—— n_ nNg—
va-b=va-\b

Division

Ist der Radikand ein Quo-

tient, kann die Wurzel ra_na
aus dem Quotienten oder b

aus Zahler und Nenner
gezogen werden.

Potenzieren

Beim Potenzieren einer
Wourzel kann auch der
Radikand potenziert

— n—
(Va)m = Vam

werden.

Multiplikation und Division von Wurzeln

Ist beim Wurzelziehen der Radikand ein Produkt, so
kann entweder aus dem Produkt oder aus jedem ein-
zelnen Faktor die Wurzel gezogen werden. Bei einem
Quotienten kann die Wurzel auch aus Zahlerterm
und Nennerterm gezogen werden (Tabelle 1).

Beispiel 3: Multiplikation und Division

Berechnen Sie aus den Wurzeltermen \9 - 16 und
\;‘% den Wert der Wurzel.

Losung:

- . n—
Allgemeine Loésung des Wurzelterms ya"

Bei der Losung des Wurzelterms va" sind zwei Falle
zu unterscheiden:
n—-
gerader Exponent: va" = |a|
n—
ungerader Exponent: va" =a

Das Ergebnis einer Quadratwurzel ist immer positiv.

Beispiel 4: Zwei Losungen

A—
Warum miussen beim Wurzelterm va? zwei Falle
unterschieden werden?

Lésung:
VaZ = |a|
Fall1: afira>0
Fall2: -afira<0

Beispiel 1: Fir |a| = 2 gilt \(-2)2 = \(2)2 = 4 =2

12



1.6 Binomische Formeln

1.6 Binomische Formeln

Binomische Formeln finden Anwendung in der Alge-
bra z.B. beim Ausmultiplizieren von Klammerausdru-
cken und bei der Vereinfachung von Bruchtermen.
Die Formeln lassen sich aus den Distributivgesetzen
der Multiplikation herleiten. Der Begriff ,Binom”
geht zurlck auf die in den Klammertermen (a + b),
(a—Db) und (a + b) - (a — b) vorkommenden 2 (lat. bi)
Variablen a und b.

1. Binomische Formel

Beispiel 1: Anwendung der 1. Binomischen

Formel

Lésen Sie folgende Klammerterme auf:

a) (3+6)2 b) (x + 2)? c) (3x + by)?

Lésung:

a) 3+6)2=32+2-3-6+6%2=81

b) (x+202?=x2+2-x-2+22=x2+4x+4

¢) (3x +5y)?=(3x)?2 + 2 - (3x) - (By) + (By)? =
9x2 + 30xy + 25y?

1. Binomische Formel (Plus-Formel):
(a + b)?2 = a%+ 2ab + b?

2. Binomische Formel (Minus-Formel):
(a-Db)?=a?-2ab + b?

3. Binomische Formel (Plus-Minus-Formel):
(a+Db)-(a-b)=a%-Db?
a, b Variable (a, b € IR)

a b
ab | a
a+b
n bz ’
—_
a+b

Bild 1: 1. Binomische Formel

Bild 1 veranschaulicht die 1. Binomische Formel: Die
gesamte Quadratflache (a + b)? setzt sich zusammen
aus der roten und der gelben Quadratflache a? + b?
und den beiden griinen Rechteckflachen 2ab, d.h.
(a + b)? = a? + 2ab + b2

2. Binomische Formel

Beispiel 2: Anwendung der 2. Binomischen
Formel
Lésen Sie folgende Klammertexte auf:

a) (3a-4)2 b) (5u-3v)2 ¢ (%p - gq)2

Lésung:

a) (3a-4)2=(3a)?2-2-(3a)-4+4?=
9a?2-24a+ 16

b) (5u-3v)? = (5u)>- 2 - (5u) - (3v) + (3v)? =
25u? - 30uv + 9v?
2,5 2 20y . (5 5

c) (5p-30)°=(3p)*-2-(3p) - (7 a) + (30)* =

402 5 25,2
9P~ 3Pa+ 354

Bild 2 veranschaulicht die 2. Binomische Formel:
Zieht man von der gesamten Quadratflache a? die
beiden Rechteckflachen 2(a — b)b und die gelbe Qua-
dratflache b? ab, verbleibt die rote Quadratflache
(a-b)? d.h.

(a-b)?=a%-2(a-b)b-b?=a?-2ab + b?

3. Binomische Formel

Bild 3 veranschaulicht die 3. Binomische Formel: Die
blaue Differenzflache a?- b2 im linken Teil der Grafik
setzt sich aus 2 gleichgroR3en Trapezflachen zusam-

Bild 2: 2. Binomische Formel

b2

a-b

Bild 3: 3. Binomische Formel

Beispiel 3: Anwendung der 3. Binomischen
Formel
Losen Sie folgende Klammerterme auf:
a) (3a+4)-(3a-4) b) (7q + 5a) - (7q — 5a)
c) (5e - 6f) - (5e + 6f)
Lésung:
a) (3a+4)-(3a-4)=(3a)?-4>=9a’>-16
b) (7q + 5a) - (7q — 5a) = (7q)2 - (5a)2 =
49q? - 25a?
c) (5e - 6f) - (5e + 6f) = (5e + 6f) - (5e — 6f) =
(5e)? — (6f)2 = 25e% — 36f2

men, die auch zu einer Rechteckflache (a + b) - (a - b)
angeordnet werden koénnen, d.h. a2- b%? = (a + b) -
(a-b).
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1.6 Binomische Formeln

So wie fiir (a + b)? lassen sich auch fiir (a + b)® und
héhere Potenzen binomische Formeln herleiten.

Binomischer Lehrsatz

Beispiel 1: Binomische Formel fiir (a + b)3

Losen Sie mithilfe der 1. binomischen Formel
(a + b)® auf.

Lésung:
(a+b)=(a+b)? -(a+b)=
= a® + 3a%b + 3ab? + b3

(a% + 2ab + b?) - (a + b)

Nachfolgend sind einige binomische Formeln aufge-
listet:

(a+b)?=1a%+ 2ab + 1b?
(a + b)®=1a% + 3a%b + 3ab? + 1b®
(a + b)* = 1a* + 4a%b + 6a2b? + 4ab® + 1b*

Der Exponent (Hochzahl) der a-Potenzen fallt von ei-
nem Glied zum nachsten, wahrend der Exponent der
b-Potenzen wachst, wobei die Summe beider Expo-
nenten konstant bleibt. Am Beispiel von (a+b)* hiel3e
das: die Summe beider Exponenten ist 4 in jedem
Glied (beachte, a* kann man sich auch geschrieben
denken als a*b® und b* als a’b?). Die blau markierten

Zahlen heilRen Binomialkoeffizienten E (gelesen n
Uiber k); n steht flr den Grad der Potenz und k (0 = k

= n) fur das betreffende Glied der Reihe. Damit lasst
sich die binomische Formel z.B. fiir n = 4 auch in der
Form schreiben (Binomischer Lehrsatz):

(a+ b1 = (3)a* + (%)% + (4] a2 + (%) ab + (4] be.

Beispiel 2: Binominalkoeffizienten berechnen

Berechnen Sie die ersten 3 Koeffizienten von
(a + b)4.

Lésung:

o) =*.{i)- ek
oo T2 T T

24 _ 4[4\ _ 4 _
ﬁ‘4'(2,‘2!-2!‘6

Beispiel 3: Binominalkoeffizienten berechnen
und Formel aufstellen

Stellen Sie analog zu n = 4 den Binomischen
Lehrsatz fur n = 5 auf.

Lésung:
(a+b)®
= ((5))35 + (:rl’)a”'b + (g)a3b2 + (g)a2b3 + (z)ab“

+ (g)a5 = a®+ 5a*b + 10a°b? + 10a%b® + 5ab* + b°

Fakultat
nl=1-2-3....-(n=1)-nfirn & INY0,1}
0l=1;1=1

Binominalkoeffizienten (n, k € IN; k = n)

~(n-k+1) _  n!
“ kl(n-k)!

(Ir(l)=n-(n—1) (n—2)

(E)=(nfk) (n+1) (k—1) (k)

1 1
1 \2/ 1
1 \3/ \3/ 1
VAVAY;

Bild 1: Pascal'sches Dreieck

Pascal'sches Dreieck
Ordnet man, beginnend mit
(a+b)°=1und(a+b)'=1a+1b,

die Koeffizienten dreieckférmig untereinander an,
entsteht das Pascal’sche Dreieck (Bild 1). Die Zahlen
einer jeden Zeile erhalt man, indem die zwei benach-
barten Zahlen der dariiber stehenden Zeile addiert
werden. Auf diese Weise lasst sich das Dreieck Zeile
um Zeile erweitern, ohne auf Berechnungsformeln
zurlickgreifen zu missen. Dieses Hilfsmittel stellt so-
mit eine ,formelfreie” Alternative zur algebraischen
Bestimmung der Binomialkoeffizienten dar.

Beispiel 4: Pascal'sches Dreieck fortsetzen

Stellen Sie die Koeffizientenzeile fir n =5 (Bild 1)
dar und vergleichen Sie das Ergebnis mit Bei-
spiel 3.

Lésung:
Ausgehend von der Zeile fir n = 4, gelangt man

gemal des oben beschriebenen Bildungsprinzips
zur Folgezeile fiir n = 5:

\VAVAVAV,
n=>5 1 5 10 10 5 1

Diese Werte stimmen mit den in Beispiel 3 be-
rechneten Binomialkoeffizienten lGberein.
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1.6 Binomische Formeln

Uberpriifen Sie lhr Wissen! I

1. Leiten Sie die ersten beiden binomischen Formeln
aus dem Distributivgesetz der Multiplikation her.

2. Losen Sie mithilfe der binomischen Formeln die
Klammern auf und fassen Sie dann zusammen.
a) -3 (a+b)?2+6ab; b) (a+b)>-(a-b)?>-3ab
c) (5u + 3v)(5u—3v) —24u? + 8v2
d) 4a+3)(a+1)(a-3)+36(a+1)
3. Faktorisieren Sie, d.h. wandeln Sie Summen oder

Differenzen in Produkte um (Binomische Formeln
riackwarts).

2 2 12,1 1 12
a) 4x?+12xy +9y? b) 74 +gab+ﬁb
c) 3x2+12x+ 12 d) 9p2-42pqg +49q2
e) %pz—%pq+%q2 f) 20v2 - 60vw + 45w?
2 _ 2 9 2_1.,.2
g) 64x2 - 144y h) 635V
i) 7a2-63Db?

4. Vereinfachen Sie soweit wie moglich durch Aus-
klammern, Produktbildung und Kurzen.

a) x2 + 10x + 25 b) 2x2 - 24xy + 72y?
3x+ 156 8x — 48y
(x-1)? u2-9v?2
¢ x?2 -1 d u? + Buv + 9v?

e) 4a? - 28ab + 49b? f) ax + bx + ay + by
4ab - 14b? x2 - y?
5. Leiten Sie Binomische Formeln her fir
a) (a-hb)®
b) (a-b)*
Hinweis: Verwenden Sie die bereits bekannten Bino-

mischen Formeln fiir (a + b)® und (a + b)* (vorher-
gehende Seite) und ersetzen Sie hierin b durch (-b).

6. Losen Sie mithilfe des Binomischen Lehrsatzes die
Klammerterme auf:

a) (3x+2)* b)(x-2y)* ¢)(x-vy)®

Losungen:
1. Erste Binomische Formel:

N
(a+b)’=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b
="
=a%+ 2ab + b?
Zweite Binomische Formel:

(a-b)?2=(a-b)-(a-b)=(a+(-b))-(a+(=b)
~— "

=a-a+a-(-b)+(-b)-a+(-b)-(-b)=a?-2ab +b?

Fortsetzung Losungen:

2. a) -3a2-3b?%;, b) ab; ¢) uz-v2; d)4ad+4a?

3.a) (2x+3y)?; b) (Ja+ab)2;e) 30x+2)2
d) 3p-79)%; e (3p-3a)?;f) 5(2v-3w)?
g) (8x +12y)(8x-12y) ; h) Gu+IviGu-1v)
i) 7(a +3b)(a-3b)

3x+15 ~ 3(x+5) 3

4. a) x2+10x + 25 _ (x +5)? 1(X+5)

2x2 - 24xy + 72y* _ 2(x? - 12xy + 36y?) _ 1

b) ——gx—a8y - 8-y —ax~ &
¢) (x=12_  (x=12 _ x-1

x2—=1  (x+Dx=1 x+1
y _w-9v: _(u+3v)-(u-3v) _u-3v

u? + 6uv + 9v? (u +3v)? u+ 3v

4ab-14b2  2b(2a-7b)  2b

e 4a?-28ab +49b% _ (2a-7b)> _2a-7b

f) ax+bx+ay+by (a+b)x+(a+bly a+b

x2 —y? (x+y)(x-y) ~— X-Y
5.a) (a-Db)® = (a+ (-b))® = a® + 3a%(-b) + 3a(-b)?
+ (-b)® = a® - 3a%b + 3ab? - b

b) (a — b)* = a* + 4a%-b) + 6a%(-b)? + 4a(-b)®
+ (-b)* = a* — 4a°b + 6a%b? — 4ab® + b*

4_ (4 4, (4 3, 4 292
6. a) (3x +2) _(0)(3x) +(3) @022+ (3) 3x122
4 3, [4)0a
+(3>(3X)2 +(4)2
=81x*+4-27x%-2+6-9x?2-4+4-.3x-8+ 16
=81x* + 216x3 + 216x2 + 96x + 16

_ou)d — (A)ya o [8) 3 4\, 2(_9\)2
b) (x - 2y) —(O)X +‘1)x ( 2y)+(2)x (=2y)
A\ i_ov)3 o [4)(_oy)a
a2y + (3)2n
=x4-4x3 . 2y + 6x2 - 4y? — 4x - 8y® + 16y*
= x4 - 8x%y + 24x%y? — 32xy® + 16y*

c) (x-y)®= (g)x5 + (?)X“(—y) + (g’)x3(—y)2
+ (g>x2(—y)3 + (i)x(—y)“ + (g) (-y)®
= x5 + 5x* (-y) + 10x3 (—y)?2 + 10x2 (-y)3
+Bx(-y)* + (-y)®
= x5 - Bx%y + 10x%y2 — 10x%y® + bxy* — y®
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1.7.2 Rechengesetze beim Logarithmus

1.7 Logarithmengesetze

1.7.1 Logarithmusbegriff

Der Logarithmus (von griech. logos = Verhaltnis und
arithmos = Zahl) ist der Exponent (Hochzahl), mit der
man die Basis (Grundzahl) a potenzieren muss, um
den Numerus (Potenzwert, Zahl) zu erhalten.

Einen Logarithmus berechnen heil3t den Expo-
nenten (Hochzahl) einer bestimmten Potenz zu
berechnen.

x=log, b

x Logarithmus (Hochzahl)
b Numerus (Zahl)

aX=b

a Basis;a>0

Tabelle 1: Logarithmengesetze

Fur das Wort Exponent wurde der Begriff Logarith-
mus eingeflhrt.

Beispiel 1: Logarithmus

Suchen Sie in der Gleichung 2% = 8 die Hochzahl
x, sodass die Gleichung eine wahre Aussage
ergibt.

Losung:

2x=8;23=8; =>x=3

Regel algebraischer
Ausdruck
Produkt
Der Logarithmus eines
log, (u-v)

Produktes ist gleich der
Summe der Logarithmen
der einzelnen Faktoren.

=log, u +log, v

Die Sprechweise lautet: x ist der Exponent zur Basis
2, der zum Potenzwert 8 fuhrt.

Die Schreibweise lautet: x = log, 8 =3

1.7.2 Rechengesetze beim Logarithmus

Die Logarithmengesetze ergeben sich aus den Po-
tenzgesetzen und sind fir alle definierten Basen gul-
tig (Tabelle 1).

Mit dem Taschenrechner kdnnen Sie den Logarith-
mus zur Basis 10 und zur Basis e bestimmen. Dabei
wird log,, mit log und log, mit In abgekiirzt (Tabelle 2).
Multiplikation

Wird von einem Produkt der Logarithmus gesucht,
so ist dies gleich der Summe der einzelnen Faktoren.

Beispiel 2: log,, 1000

Bestimmen Sie den Logarithmus von 1000 zur

Basis 10

a) mit dem Taschenrechner und

b) interpretieren Sie das Ergebnis.

Lésung:

a) Eingabe: 1000 log oder log 1000 (taschenrech-
nerabhangig)
Anzeige: 3 = log,, 1000 =3
Wird der Wert 1000 faktorisiert, z.B. in 10 - 100,
gilt Folgendes: log,, 1000 = log,, (10 - 100)
=log,, 10 + log,, 100=1+2=3

b) log,, 1000 = 3, denn 10° = 1000

Quotient

Der Logarithmus eines
Quotienten ist gleich der
Differenz der Logarith-
men von Zahler und
Nenner.

log, (V)
=log,u-log, v

Potenz

Der Logarithmus einer
Potenz ist gleich dem
Produkt aus dem Expo-
nenten und dem Loga-
rithmus der Potenzbasis.

log,u¥=v-log,u

Tabelle 2: Spezielle Logarithmen

Basis | Art Schreib- | Taschen-

weise rechner
10 fﬂe:snerlogarith— 10g,; 19 | log-Taste
e F:g;l;rrtltilr::[ls log,; In | In-Taste
2 |Bmrrione g |

Quotient

Wird von einem Quotienten der Logarithmus ge-
sucht, so ist dies gleich der Differenz der Logarith-
men von Zahler und Nenner.

Bei der Berechnung eines Logarithmus kann die
Eingabe der Gleichung, abhangig vom Taschen-
rechner, unterschiedlich sein.

Beispiel 3: Division

Berechnen Sie log,, (%) mit dem Taschenrech-

ner.

Lésung: log,, (%) =log,, 10 - log,, 100

Eingabe: 10 log - 100
Anzeige: 1 2

= logq, 10 - log,;, 100 =1 -

log =
-1
=-1

oder durch Ausrechnen des Numerus (%) =0,1

Eingabe: 0,1 log
Anzeige: -1
=10g;0,1= -1

16




1.7.3 Basisumrechnung beim Logarithmus

Potenz

Soll der Logarithmus von einer Potenz genommen
werden, so gibt es die Moglichkeit, die Potenz zu be-
rechnen und dann den Logarithmus zu nehmen oder
das Rechengesetz fiir Logarithmen anzuwenden und
dann die Berechnung durchzufiihren.

Beispiel 1: Berechnung einer Potenz

Berechnen Sie den Logarithmus der Potenz 10?

zur Basis 10

a) durch Ausrechnen der Potenz und

b) durch Anwendung der Rechengesetze fiir
Logarithmen.

Lésung:

a) log,, 102 = log,, 100 = 2

b) log,; 102=2-10g,, 10=2-1=2

log, b
log, b= Tog,

a,u Basen a, b Numerus (Zahl)

Bei der Basisumrechnung konnen die Basen der
Logarithmen auf dem Taschenrechner verwendet
werden. Es gilt:

_log;,b _log b
10950 = 159,02 ~Tog a

_logsb _Inb
log, b = log.a Ina

Beispiel 2: Berechnung einer Wurzel

Der Logarithmusterm log, 11000 ist zu berech-
nen

a) in Wurzelschreibweise,

b) in Potenzschreibweise.

Lésung:

31000 = 10 = log,, ¥1000 = log,, 10 = 1 oder
log,g {1000 kann umgeformt werden in log,, (1000)3
= 10g;, 7000 = logs, (1000)% = 1 - log,, 1000

1.3
Sg 3=1

1.7.3 Basisumrechnung beim Logarithmus

Der Taschenrechner bietet zur Berechnung der Loga-
rithmen nur die Basis 10 (log,, = log) und die Basis e
(loge=In) an.

In der Physik oder Technik sind jedoch andere Basen
erforderlich. Um Berechnungen mit dem Taschen-
rechner durchfiihren zu kénnen, muss die Basis so
umgeformt werden, dass Losungen mit log oder In
moglich sind.

Beispiel 3: Logarithmus mit der Basis 2
Berechnen Sie log, 8 mit dem Taschenrechner.
Lésung:
Die Berechnung kann a) mit log oder b) mit In
durchgefiihrt werden.
_log,,8 log 8
DR = log,,2  log2
Eingabe: z.B. 8 log 2 log =
U U U
Anzeige: 0,903089987 0,301029995 3
_log8 _ 090309 _
=109, 8 =105 =0530103 = 3
_log.8 _Ing
b} log, 8 = log,2 In2
Eingabe: z.B. 8In 2 In =
U U U
Anzeige: 2,07944154 0,69314718 3
_In8 _ 2,07944154 _
=109, 8 =17 = 069314718 = 3

Aufgaben:

1. Die Gleichungen x =log, b und b = a* sind gleich-
wertig. Geben Sie in der Tabelle 1 fiir die Aufgaben
a) bis d) jeweils die gleichwertige Beziehung und
die Losung an.

Tabelle 1: Gleichwertigkeit und Lésung
x =log, 8 8=2x 8=2%2 |x=3
a) | x=log, 32
b) | x = log, \2
c) 81 =3
d) 1073 = 10%

2. Geben Sie den Logarithmus an und Uberprifen
Sie die Ergebnisse durch Potenzieren.

allog,, 1 b)log,y 10 ¢)log, 1 d)log, -

3. Zerlegen Sie die Logarithmenterme nach den giil-
tigen Logarithmengesetzen.
a) log, (3-u) b) Ioga% c) log, \‘j—:

4. Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:

b)log 111  ¢)log82  d)log 100
f)In 111 g)2-In8 h)In8

a) log 16
e)In 16

5. Mit dem Taschenrechner sind zu berechnen:

a) log, 12 b) log; 12 c)log, 12 d)logg 12

Losungen:
1.a)32=25x=5 b) /2 =2x=1

d) x =log;; 103 x=-3
b) 1, denn 10" = 10
d)-3,denn 3% =L

c)x=1log;81;x=4
2.a)0,denn 10°=1
c)0,denne®=1
3.a) log, 3 +log, u
b) -log, u
c)3-log,u-2-log,v
4.a) 1,20412 b) 2,04532 ¢) 1,80618 d) 1
e) 2,77259 f) 4,70953 g) 4,15888 h) 4,15888

5. a) 3,58496 b) 2,26186 c) 1,79248 d) 1,5439

= [Werrere AurGABen im Kapiter 11] 17



Aufgaben: 1 Algebraische Grundlagen

Uberpriifen Sie Ihr Wissen! |

Gleichungen

1. Bestimmen Sie aus den Gleichungen die Losung

a) (x+2)2+6=x2+20 b)%=8
Sbx+7) _ 4x_3_2x+3
©) Tx—a) = ! A -3-23 6

2. Losen Sie die Gleichungen nach den geforderten
GroRRen auf.
F,-h

a)F1=2-1t R

Auflésen nach h und nach R

b)v=y2-g-h Auflésen nach h

c)H= A"ZLZP Auflésen nach | und |
VAre +

d) A= % b Auflésen nach |, und b

Definitions- und Losungsmenge
3. Geben Sie die Definitionsmenge folgender Terme an.
Pe 100 1
a) v2x + 100 b) 100 c) log, (x + 2)

4. Bestimmen Sie die Definitionsmenge und geben
Sie die Losung der Gleichung an.

x-9_4 15ac _ 9bc
al = =35 b) 5 = Bbd
c) x+1-2=\x-11 d)7+4-\x+7=23
Potenzen

5. Schreiben Sie die Potenzterme und physikalischen
Benennungen nur mit positiven Exponenten.

102 [ a2bc?
a)2-10 b) min c) @z b

6. Schreiben Sie die Potenzterme und physikalischen
Benennungen mit umgekehrtem Exponenten.

a) 102 b) otz c) d) %
7. Geben Sie die Zahlen in Zehnerpotenzen an.
a) Rauminhalt der Erde:
1083000000000000000000 m?3
b) Oberflache der Erde: 510000000000000 m?
c¢) Entfernung Erde-Sonne: 149500000000 m

8. Vereinfachen Sie die Terme.

(a+b)° x-x?2 S A
a) 2-1 b) (nZ . X)’1 c) yn+2 LxM+2
n2+x -2)-1) . na-2 (n™%.m72)3
o ) () ooz il

9. Vereinfachen Sie die Wurzeln unter Verwendung
der Potenzschreibweise.

3[y-3 M ————— an ————
a) V% b) (x2)3n+3m c) 3nfa+b)
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Logarithmengesetze

10. Geben Sie den Logarithmus an und uberprifen
Sie die Ergebnisse durch Potenzieren.

a) log,, 100 b) log,,300 ¢)log,2,718 d) log, 32
2

11. Zerlegen Sie die Logarithmusterme in Summen,
Differenzen und Produkte.
m2..Jn

3—
03 ¢) log, Vn?

a) log, (u?)  b) log,

12. Berechnen Sie mit dem Taschenrechner
a)3-log10 b)log8* ¢)In Y500 d) In 5%

13. Berechnen Sie mit dem Taschenrechner
a) log,256 b)log,4 c¢)log,s256 d)logg 6400

Losungen:
1. a)x=25 b)x=7 ¢)x=10 d)x=25
F,2TR F,h V2
2. a)h= |:2 ;R=F12n b)h=g
H-4r2+ 12, 24
c)I=$,l=iVW—4r2
- 2A L 22A_
d)b‘l1+lz'lz‘b L

3. al]x=-50 b)x>-50 ¢)x>-2
4, a)D=R\{0}; x=45
b) D = R\{0}; b, d # 0; x = 10ad
¢)D={x|x=11}g;x=15
d) D = {x|x = ~7}g; x=9

5. a):2; b) L ¢ f@rbloc

102 min
6. a)%oz b) 102 ¢)m~ d)Vm~'

7. a)1,083-102'm3 b)5,1-10""m?

¢) 1,495 - 10""m
8 a2 bin? ¢k di} eln® fin?.m?
9. a)x2 b)x® ¢)3-\3°
10. a) 2, denn 10% = 100

b) 2,477, denn 10%477= 300

c) 1, denne'=2,718

d) -5, denn (7] = 32
11.a) 2 - log,u

b) 2. Iogam+%- log,n-3-log,p c)%-logan
12. a) 3 b) 3,61235 c¢) 1,243 d) 48,283
13.a)8 b)0,7124 ¢)2 d)2,1073

= [Weirere Aurcasen iv Kapirer 11]



1.8.2. Beziehungen zwischen Mengen

1.8 Mengen

1.8.1 Mengen und ihre Elemente

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unter-
scheidbaren Elementen zu einem Ganzen. Mengen
werden in beschreibender, aufzahlender Form oder
graphisch mithilfe von Mengenbildern (Venn-Dia-
gramm) angegeben.

Mengen werden mit groBen Buchstaben, z.B. A,
B,..., Z, bezeichnet, die Elemente von Mengen mit
kleinen Buchstaben z.B. a, b,..., z.

Beispiel 1:

Stellen Sie die Menge A mit den Elementen a, b,
¢ in expliziter aufzahlender Form und als Men-
genbild dar.

Losung: Bild 1

.Unter einer Menge verstehen wir eine Zusam-
menfassung von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen”.

Georg Cantor, Begriinder der Mengenlehre
(1845 bis 1918)

Bei der expliziten Darstellung der Elemente ist die
Reihenfolge beliebig. Fir die Darstellung der Ver-
knipfung werden Mengenoperatoren verwendet
(Tabelle 1).

Fir die aufzahlende Form wird auch die implizite
Darstellung verwendet.

Beispiel 2:
Stellen Sie die Menge K mit den Elementen 2, 4,
6, 8 in impliziter aufzahlender Form dar.

G Grundmenge
A ={a,b,c} G

ist ElementvonA=>a € A
ist Elementvon A= b € A
ist Elementvon A= c € A

Q 0 T o

ist nicht Element von d
A=>degA

Venn-Diagramm

Bild 1: Mengendarstellung in aufzahlender Form
und als Venn-Diagramm

Tabelle 1: Relationale Mengen-Operatoren

Lésung:
K= {x | x ist gerade, eine naturliche Zahl
und x < 10}

Die Anzahl der Elemente einer Menge M heil3t Méach-
tigkeit oder Kardinalitat und wird mit |M| bezeichnet
(Tabelle 2). Die leere Menge hat die Kardinalitat 0.
Mehrfach dargestellte Elemente werden nur je ein-
mal gezahlt.

Eine leere Menge enthalt keine Elemente.

Operator | Beispiel | Erklarung

C ACB A ist Teilmenge von B

(4 AZB A ist nicht Teilmenge von B

c ACB A ist unechte Teilmenge
von B

= A=B Mengen A und B sind gleich

€ acA a ist Element von A

& degA d ist nicht Element von A

Tabelle 2: Begriffe aus der Mengenlehre

1.8.2 Beziehungen zwischen Mengen

Teilmengen

A ist eine Teilmenge von B, wenn jedes Element von
A auch Element von B ist (Bild 2). A ist eine echte Teil-
menge von B, wenn A Teilmenge von B, aber von B
verschieden. B enthalt mindestens ein Element, dass
nicht in A enthalten ist.

Beispiel 3:

Enthalt die Menge B in Bild 2 die Teilmenge A?
Losung:
A={b,d},B={a, b,c,d, e}somitgilt ACB

Begriff Bedeutung Beispiel
Machtigkeit, | Anzahl der M={1,2,3}
Kardinalitat Elemente =>|M|=3
Leere Menge | Kardinalitat 0 | [M| =0
Mehrfach Elemente M| =
dargestellte | werden [£1,2,1,4,2,7 }|=
Elemente nur einfach =4

gezahlt

Gleichheit von Mengen

Es gilt A = B, wenn die Mengen A = { 5, 6, 7} und
B = {5, 6, 7} die gleichen Elemente haben.

Bild 2: Echte Teilmenge A der Menge B
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1.8.3. Verkniipfung mit Mengen

1.8.3. Verkniipfung mit Mengen

Das Verknipfen von Mengen mit Operatoren (Tabel-
le 1) wird zum Veranschaulichen von Strukturen, z.B.
Zusammenfassungen oder Einteilungen verwendet.

Schnittmenge

Die Schnittmenge C der beiden Mengen A und B ist
die Menge aller Elemente, die zu A und zu B gehdren
(Bild 1).

C=ANB={x|x&AAX€EB}g

Beispiel 1:
Welche Schnittmenge C bilden die Menge A = {2,
5,6, 7,9} und die Menge B={(3, 5, 6, 7, 9}?

Lésung:C=ANB=1{5,6,7, 9}

Tabelle 1: Verkniipfungs-Operatoren fiir Mengen

Operator | Beispiel | Erklarung, Bedeutung
N C = A N | Cist die Schnittmenge von
B A und B.
u C = A U | C ist die Vereinigungsmen-
B ge von Aund B
\ C=A\B | C ist die Differenzmenge
von A und B
X C=AxB | Cistdie Produktmenge von
AundB

logische Operatoren: A Und, v Oder

Vereinigungsmenge

Die Vereinigungsmenge C der beiden Mengen A und
B ist die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B
gehoren (Bild 2).

C=AUB={x|x€AVXEB}g

Beispiel 2:

Welche Vereinigungsmenge C bilden die Menge
A =1{1,2,5, 6} und die Menge B={3, 5, 6, 7, 9}?

Lésung:C=AUB={1,2,3,5,6,7,9}.

Bild 1: SchnittmengeC=A N B

Differenzmenge, Restmenge

Die Differenzmenge C ist die Menge aller Elemente
von A, die nicht zu B gehdren (Bild 3).

C=A\B={x|x &€ AAx¢B}g

Beispiel 3:
Welche Differenzmenge C bilden die Menge A =
{1,2, 4} und die Menge B={2,3}?

Lésung: C = A\B = {1, 4}.

Bild 2: Vereinigungsmenge C=A UB

Produktmenge

Auch als kartesisches Produkt oder Paarmenge be-
zeichnet.

Die Produktmenge C = A B ist die Menge aller ge-
ordneten Paare (x, y) die aus den Mengen A und B
bildbar sind (Bild 4).

C=AxB={(x,y)|xEAAYE B},

Beispiel 4:

Welche Paarmenge C bilden die Mengen A = {1,2}
und B={1, 2,3}?

Losung:C=AxB=1{(1,1);(1,2); (1,3); (2, 1); (2,
2);(2,3)}.

Paarmengen werden oft in Koordinatensystemen
dargestellt.
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Bild 3: Differenzmenge C= A\ B

ﬂxﬂ) (x,2) (x,SN
C=AxB
b A) | (v.2) (y,?d

Bild 4: Produktmenge C = A x B



