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Vorwort

Was ist eigentlich Mathematik?

Diese Frage hore ich immer wieder. Ich weif3, dass viele Men-
schen glauben, Mathematik habe mit Rechnen zu tun. Und
vielleicht noch mit Formeln.

Doch in der Mathematik geht es gerade darum, das Rech-
nen zu vermeiden, wie moglichst auch alles andere, was um-
standlich und kompliziert ist. Das wiirde so zwar nicht jeder
Mathematiker unterschreiben. Aber zumindest fiir die Ratsel
dieses Buches triftt es auf jeden Fall zu.

Esistein Mix aus Aufgaben, die bereits bei SPIEGEL ONLINE
als Ritsel der Woche erschienen sind und aus neuen Kopf-
niissen, die ich fiir dieses Buch ausgewihlt habe.

Ritsel gehoren ins Genre der sogenannten Unterhaltungs-
mathematik. Den Begriff finde ich ehrlich gesagt unpassend,
er erinnert mich irgendwie an Unterhaltungsmusik. Und
dann habe ich immer gleich schreckliche Schlagermusik im
Ohr.

Aber egal: Sich mit Mathematik zu beschaftigen, kann grofien
Spafl machen, ja, es kann sehr unterhaltsam sein. Unser Ge-
hirn wird auf eine Weise beansprucht, die wir aus dem Alltag
kaum kennen. Und ich finde, es geht nichts iiber das Aha-Er-



lebnis, wenn uns plétzlich die Losung einer scheinbar unlds-
baren Aufgabe erscheint.

Wie gesagt: Mathematik ist unter anderem, wenn man um-
standliches Rechnen vermeidet. Weil es oft viel kreativere, viel
elegantere Wege gibt, eine Aufgabe zu 18sen, als das Schema F,
das wir in der Schule stupide gelernt haben.

Zwei Beispiele sollen das demonstrieren. Das erste kennen Sie
wahrscheinlich:

Was ist die Summe der Zahlen von 1 bis 10?

Es gibt eine sehr schone, quasi geometrische Losung: Wir
schreiben die zehn Zahlen als Punktmengen. Es gibt zehn
Reihen. In der ersten ist ein Punkt, in der zweiten sind zwei
und so weiter bis zur zehnten Reihe mit zehn Punkten.

Die folgende Skizze zeigt die Punkte - sie hilft uns allerdings
zunichst nicht weiter.

Wenn wir aber die gleiche Punktmenge noch einmal um 180
Grad gedreht rechts daneben setzen, haben wir die Aufgabe
gelost.



Die beiden zusammengeschobenen Punktmengen bilden ein
Rechteck aus zehn mal elf Punkten — also aus 110 Punkten.
Diese Zahl miissen wir nur noch durch zwei teilen, weil die
Punktmenge ja zweimal drinsteckt, und schon haben wir die
richtige Losung von 55.

Das zweite Beispiel ist nicht ganz so leicht - aber auch da-
bei besteht der Beweis aus einer einfachen Skizze, die nahezu
selbsterklarend ist.

Wie grofs ist die Summe von 1/4 + 1/16 + 1/64 + 1/256 + ...?
Also der Reziproken der Viererpotenzen beginnend bei 1/4?

Die Losung lautet 1/3. Als Beweis dient ein Quadrat, das ge-
viertelt wird. Und bei dem das obere rechte Viertel nochmals
geviertelt wird - und zwar immer wieder. Siehe folgende
Zeichnung:




Wenn wir die Summe 1/4 + 1/16 + 1/64 +... berechnen wollen,
brauchen wir nur die dunkelgrauen Flichen aufzusummieren.
Denn sie entsprechen 1/4, 1/16, 1/64 ... der Quadratfliche.
Jetzt kommt der entscheidende Trick: Nehmen wir zu jeder
schwarzen Flache auch die jeweils gleich grofien weifSen und
hellgrauen Flache hinzu, ist die Summe iiber all diese Flachen
genauso grof3 wie das gesamte Quadrat. Also gilt:
1 1 1
1=3><(Z+E+6—4+...)

Das teilen wir durch drei und haben das richtige Ergebnis.

War das zu kompliziert? Ich hoffe nicht.

Ich wiinsche Thnen viel Spafl mit den folgenden hundert
Aufgaben! Und dass Sie moglichst oft erleben, wie aus dem
Nichts eine elegante Losung auftaucht.

Holger Dambeck
Hamburg, den 15.6.2017



Systematisch kreativ
Wie man Matheratsel angeht

Es ist sicher kein Zufall, dass Sie dieses Buch in den Hinden
halten. Sie mdgen wahrscheinlich Mathematik — und sicher
knobeln Sie auch gern. Damit Sie an den Rétseln auf den fol-
genden Seiten nicht verzweifeln, mochte ich Thnen vorab ein
paar Tipps geben. Leider kann ich Thnen keine allgemein giil-
tige Losungsstrategie liefern — die gibt es schlicht nicht. Aber
zumindest ein paar Ideen, wie man sich Kopfniissen néhert.
Wenn Sie mein Buch »Je mehr Locher, desto weniger Kase«
gelesen haben, wird Thnen der eine oder andere Tipp bekannt
vorkommen. Dort gab es ein ganzes Kapitel iiber das Finden
kreativer Losungen. Ich habe meine Tipps hier kompakter
formuliert und noch erweitert.

Nicht aufgeben, dranbleiben

Seien Sie beharrlich! Wenn Sie ein Problem losen wollen,
sollten Sie es erst einmal griindlich durchdenken. Blittern
Sie nicht gleich zu den Lésungen, wenn Sie nicht sofort vo-
rankommen. Haben Sie Geduld, lassen Sie das Problem ru-



hig erst mal sacken. Wenn Sie nicht weiterkommen, probie-
ren Sie einfach erst einmal das néchste Rétsel. Das bringt Sie
auf andere Gedanken und kann helfen, das bislang ungeloste
Problem zu knacken. Woméglich kommt die ziindende Idee
auch ganz tiberraschend - zum Beispiel am nichsten Morgen
beim Zahneputzen.

Aufgabentext genau analysieren

Zuallererst miissen Sie natiirlich die Aufgabe selbst verstehen.
Wenn Thnen beim Lesen des Textes etwas spanisch vorkommt,
sollten Sie authorchen. Oft liefern solche Stolpersteine in der
Aufgabe namlich wertvolle Hinweise. Nehmen wir als Bei-
spiel Ratsel Nummer 12 aus diesem Buch:

Zwei russische Mathematiker treffen sich zufallig im Flugzeug.
»Du hast drei Sohne, nicht wahr?«, fragt der eine. »Wie alt
sind die denn jetzt?«

»Das Produkt der Jahre ist 36<, lautet die Antwort, »und die
Summe der Jahre ist genau das heutige Datum.«

»Hm, das reicht mir noch nicht«, meint darauf der Kollege.
»0h ja, stimmt, ich habe ganz vergessen zu erwahnen, dass
mein altester Sohn einen Hund hat.«

Wie alt sind die drei Séhne?

Finden Sie den Hinweis auf den Hund auch seltsam? Wenn
Sie genauer dariiber nachdenken, merken Sie, dass anstelle
des Hundes auch eine Katze, eine Spielkonsole oder eine
Haarfarbe stehen konnte. Trotzdem ist dieser Satz wichtig,
aber wegen eines anderen Details. Mehr mdchte ich an dieser
Stelle noch nicht verraten.



Systematisch vorgehen

Sofern die méglichen Losungen halbwegs iiberschaubar sind,
kann es sich lohnen, alle denkbaren Kombinationen aufzu-
schreiben und sich jede einzeln anzuschauen. Das gilt ganz
besonders fiir Logikritsel. Beispiel: Sie haben die Aussagen
von drei Personen und wissen, dass eine davon liigt. Wer
konnte der Liigner sein?

Person A: »B liigt.«
Person B: »C liigt.«
Person C: »Ich liige nicht.«

Machen Sie eine kleine Tabelle, auch Wahrheitstabelle ge-
nannt, in der alle moglichen Fille als eigene Spalte auftau-
chen:

Fall 1 Fall 2 Fall 3
Person A: »B liigt« Lige wahr wahr
Person B: »C liigt« wahr Luge wahr
Person C: »Ich llige nicht« | wahr wahr Lige

moglich moglich Widerspruch

Dann untersuchen Sie fiir jeden Fall, ob die Aussagen dazu
passen. Fiir die Félle 1 und 2 trifft das zu, im Fall 3 jedoch gibt
es einen logischen Widerspruch. A behauptet, dass B liigt -
aber der Liigner soll in diesem Fall ja C sein. Wegen dieses
Widerspruchs ist Fall 3 nicht méglich und entféllt. Damit wis-
sen wir, dass C auf jeden Fall kein Liigner ist und somit die
Wahrheit sagt. Der Liigner ist entweder A oder B.



Wenn maoglich, vereinfachen

Oft geht es darum, etwas ganz allgemein zu beweisen - fiir
alle denkbaren Konstellationen oder zumindest fiir grofle
Anzahlen. Das kann einen tiberfordern, wenn man sich in das
Problem hineindenken mdchte. Wenn an einem Tisch zum
Beispiel 100 Liigner und 100 Wahrheitsliebende sitzen, die
komische Dinge sagen, schauen Sie sich doch erst mal eine
stark vereinfachte Version an. Am Tisch sitzen dann eben
zundchst nur zwei Liigner und zwei Personen, die stets die
Wahrheit sagen. Versuchen Sie, das Problem erst in der simp-
leren Variante zu 16sen. Vielleicht finden Sie dabei auch Wege,
das groflere Problem zu knacken.

Anders denken

Ausgetretene Pfade verlassen — das ist eine der wichtigsten
Methoden, um kreative Ideen zu entwickeln. In der Mathe-
matik féllt das oft schwer, weil wir einfach zu sehr in Losungs-
techniken denken, die wir gelernt haben. Das ist wie Reisen
mit der Eisenbahn. Wir konnen so nur die Orte erreichen, zu
denen auch Schienen fiithren.

Oft hilft es schon, den Blickwinkel zu wechseln oder die Pro-
blemstellung etwas zu verdndern. Vielleicht lasst sich eine Auf-
gabe mit Zahlen auch geometrisch l6sen? Ein paar Beispiele:

Ein Mann startet seine Wanderung um 10 Uhr im Tal, um

14 Uhr kommt er an der Berghiitte an. Dort (ibernachtet er
und startet am nachsten Morgen um 10 Uhr die Wanderung
zurlick ins Tal. Weil es bergab geht, ist er eine ganze Weile



vor 14 Uhr wieder zurlick. Beweisen Sie, dass es mindestens
eine Uhrzeit zwischen 10 und 14 Uhr gibt, zu der sich der

Wanderer an beiden Tagen in exakt derselben Hohe befunden
hat!

Wir wissen nichts iber den Hohenverlauf der Wanderung
und auch nichts iiber die Wandergeschwindigkeit. Trotzdem

ist die Losung ganz einfach, wenn wir die Aufgabe etwas ver-
dndern:

Zwei Manner starten um 10 Uhr eine hdchstens vierstiindige
Wanderung. Der eine steigt aus dem Tal kommend auf den
Berg, der andere ist in der entgegengesetzten Richtung
unterwegs. Beweisen Sie, dass es mindestens eine Uhrzeit
zwischen 10 und 14 Uhr gibt, zu der sich die Wanderer in
exakt derselben Hohe befinden!

Nun, die Losung ist einfach: Es ist der Moment, in dem sich
die beiden Wanderer auf dem Wanderweg begegnen.

Noch eine andere Aufgabe:

Wie groB ist die Summe 1 +2+3+4+...+97+98+99+100?
Man konnte das natiirlich im Kopf oder mit einem Taschen-
rechner ausrechnen. Aber schon der junge Carl Friedrich
Gaufl wusste einen besseren Weg. Er sortierte die Zahlen um:

Wie groB ist die Summe 1 +100+2+99+ ...+50+51?

Das Ergebnis konnen wir direkt hinschreiben - es lautet
50x101=5.050.



Im letzten Beispiel fiir kreative Losungswege geht es um ei-
nen Kalender, bei dem ein ganz besonderer Trick gefragt ist:

Ein Mann hat zwei Holzwiirfel, mit denen er den Tag eines
Monats von 01 bis 31 darstellen kann. Welche Ziffern stehen
auf den Seiten der beiden Wiirfel?

Die Analyse des Problems ist relativ leicht: Auf jeden Wiirfel
passen nur sechs Ziffern, also muss man die Ziffern von 0 bis
9 tiber beide Wiirfel verteilen. Fragt sich blof} wie? Die Tage
eines Monats beginnen mit 01 und gehen bis 31. Es gibt also
aufjeden Fall eine 11 und eine 22 - also miissen die 1 und die
2 auf beiden Wiirfeln vorkommen.

Wir brauchen jedoch auch auf beiden Wiirfeln die 0, um alle
Tage von 01 bis 09 darstellen zu kénnen. Denn es gibt neun
Ziffern von 1 bis 9, und auf einen Wiirfel passen nur sechs
verschiedene.

0, 1, 2 — damit sind auf den zwei Wiirfeln schon drei Sei-
ten belegt. Sechs der insgesamt zwolf Seiten sind noch frei —
dummerweise sind aber noch sieben Ziffern ibrig -, namlich
3,4,5,6,7,8,9.

Wenn wir zum Beispiel den ersten Wiirfel mit 0, 1, 2, 3, 4, 5
und den zweiten mit 0, 1, 2, 6, 7, 8 beschriften, ist die 9 nicht
untergebracht.

Was nun? Existiert womdoglich gar keine Losung? Doch, es
gibt eine, und wir haben sie sogar schon gefunden. Denn
wenn wir eine 9 brauchen, stellen wir die 6 einfach auf den
Kopf - und damit ist das Rétsel des Wiirfelkalenders geldst.



Social Engineering

Manchmal sitze ich an einer Knobelaufgabe, von der ich
fiirchte, dass sie womoglich uniiberschaubar viele Losungen
haben konnte. Nehmen wir folgendes Beispiel:

Finden Sie alle zehnstelligen Primzahlen, die jede der zehn
Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 enthalt. (Eine Primzahl ist
nur durch 1 und sich selbst teilbar.)

Wenn Sie sich ein wenig mit Kombinatorik auskennen, wis-
sen Sie, dass aus den zehn Ziffern mehr als 3 Millionen ver-
schiedene Zahlen gebildet werden kénnen. Wie soll man bei
jeder davon priifen, ob sie eine Primzahl ist? Wer denkt sich
eine so schwierige Aufgabe aus?

Viel wahrscheinlicher ist, dass es nur eine einzige oder gar
keine Losung gibt. In unserem Fall trifft Letzteres zu: Die
Quersumme aller aus den zehn Ziffern gebildeten Zahlen
ist immer gleich, ndmlich 45(=1+2+3+4+5+6+7+8+9).
Und 45 ist sowohl durch 3 als auch durch 9 teilbar. Damit ha-
ben wir bewiesen, dass alle diese Zahlen selbst durch 3 und
9 teilbar sind - und dass sie deshalb keine Primzahlen sein
koénnen.



Indirekt statt direkt

Eben ging es um theoretisch mehr als drei Millionen ver-
schiedene Zahlen. Wir gehen noch einen Schritt weiter bis zu
unendlich vielen.

Beweisen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt!

Wir konnten versuchen, alle Primzahlen durchzunumme-
rieren. Dabei wiirden wir feststellen, dass das Ganze einfach
kein Ende nimmt. So kriegt man den Beweis auf keinen Fall
hin.

Statt das Problem direkt zu l6sen, gehen wir indirekt vor -
quasi hintenherum. Einbrecher machen es im Grunde ge-
nauso: Sie knacken nicht etwa das dicke Schloss an der Haus-
eingangstiir. Nein, sie gehen zur Riickseite des Hauses und
finden dort ein leicht zu 6ffnendes Kellerfenster.

Bei einem indirekten Beweis beweisen wir eine Aussage nicht
direkt — wir widerlegen stattdessen ihr Gegenteil. Dass indi-
rekte Beweise iiberhaupt méglich sind, liegt an der logischen
Konsistenz der Mathematik. Eine Aussage ist entweder rich-
tig oder falsch. Und zwei sich widersprechende Aussagen
kénnen nicht zugleich wahr sein.

Wir nehmen also an, dass es nur endlich viele Primzahlen
gibt — und zwar n. Diese Primzahlen nennen wir pi, pz, ps ...
pn. Nun bilden wir das Produkt:

P1XP2XP3X...XPn

Das ist eine natiirliche Zahl mit einer interessanten Eigen-
schaft: Sie ist durch jede der n Primzahlen pu, p2 ps... pn teil-



bar. Denn die Zahl ist ja das Produkt all dieser Primzahlen.
Jetzt kommt der eigentliche Trick. Wir addieren zu dem Pro-
dukt der n Primzahlen noch die Zahl 1 hinzu:

P1XP2XP3X...XPa+1

Diese Zahl ist ebenfalls eine natiirliche Zahl. Allerdings ist
sie durch keine der n Primzahlen teilbar, sie ldsst bei der Di-
vision vielmehr immer den Rest 1. Deshalb muss diese Zahl
selbst eine Primzahl sein, die nicht in pi, p2, ps ... pa enthal-
ten ist — oder sie ist das Produkt zweier oder mehrerer Prim-
zahlen, die nicht zu den n vorgegebenen Primzahlen gehoren.
Das widerspricht jedoch unserer Annahme, dass nur n Prim-
zahlen existieren. Also ist die Annahme, dass es endlich viele
Primzahlen gibt, falsch — was wiederum bedeutet, dass es un-
endlich viele davon gibt. Damit ist der Satz bewiesen.
Zugegeben: Indirekte Beweise lesen sich komisch, man muss
auch hollisch aufpassen, was das Gegenteil einer Aussage ist.
Aber die Methode ist sehr hilfreich.

Schubfachprinzip

Sie kennen das: Den ganzen Tag miissen wir Dinge ordnen und
sortieren. Schubficher haben sich dabei als hilfreich erwiesen -
in virtueller Form auch in der Mathematik! Wie das Schub-
fachprinzip funktioniert, zeigt die folgende kleine Aufgabe:

Im Keller des Sportvereins stehen Skistocke in den Farben
WeiB, Rot, Blau und Griin. Sie sind alle gleich lang. Der
Zeugwart will ein Paar Stocke holen. Doch leider ist das Licht
im Keller ausgefallen und er sieht iiberhaupt nichts. Wie viele



zufallig gegriffene Stocke muss er mit nach oben bringen,
damit auf jeden Fall zwei gleicher Farbe darunter sind?

Wir haben vier Schubficher, jedes hat eine andere Farbe.
Wenn wir blindlings Stocke greifen und dann bei Licht in die
Schubfacher sortieren, sind wir beim finften Skistock mit
Sicherheit am Ziel. Denn der fiinfte Stock gehort zwingend in
ein Fach, in dem bereits ein Stock liegt.

Domino-Methode

Wenn es um Aussagen geht, die fiir alle natiirlichen Zahlen n
zutreffen, kann die sogenannte vollstandige Induktion das
Mittel der Wahl sein. Ich nenne sie allerdings lieber Domi-
no-Methode, denn dann versteht man sofort, wie ein solcher
Beweis funktioniert.

Was sind die Voraussetzungen dafiir, dass alle auf einem Tisch
aufgestellten Dominosteine umfallen? Es sind genau zwei:

— Der erste Stein muss fallen.

— Jeder Stein steht so, dass er beim Kippen seinen Nachfol-
ger zu Fall bringt.

Als Beispiel fiir die Domino-Methode nehmen wir die Sum-

menformel fiir ungerade natiirliche Zahlen. Schauen Sie sich

bitte einmal folgende Gleichungen an:

1=1=12

1+3=4=22



1+4345=9=32
1+3+5+7=16=42
1+3+54+7+9=25=52

Offenbar addieren sich ungerade Zahlen, wenn man mit der 1
beginnt, immer zu einer Quadratzahl. Ungerade Zahlen kénnen
wir in der Form 2n+1 oder 2n -1 schreiben, wobei n eine natiir-
liche Zahl ist. Wenn wir auf der rechten Seite der Gleichung n?
notieren, dann muss die grofite ungerade Zahl links 2n-1 sein.
Allgemein geschrieben lautet unsere Vermutung daher:

1+3+...+2n-1=n2

Nun zum Domino-Beweis: Fiirn=1, 2, 3, 4, 5 gilt die Formel
aufjeden Fall. Das bedeutet, dass nicht nur der erste, sondern
sogar die ersten fiinf Dominosteine auf jeden Fall umkippen.
Der Anfang ist also gemacht.

Jetzt greifen wir uns einen beliebigen Dominostein heraus,
den Stein Nummer i. Dabei ist i eine natiirliche Zahl. Wir
nehmen an, dass dieser Stein umkippt. Und Umkippen be-
deutet hier, dass die Summenformel fiir ihn zutriftt.

Summe()=1+3+5+...+2i-1=12

Was aber ist mit dem néchsten Stein mit der Nummer i+ 17
Trifft die Summenformel fir ihn auch zu? Das konnen wir re-
lativ leicht ausrechnen. Um die Summenformel firi+ 1 zu er-
halten, muss ich zu der Summenformel von i nur die nachste,
fehlende ungerade Zahl addieren. Und diese lautet 2(i+1) - 1.



