C Elektrizitat

17 Elektrostatische Felder

Die Elektrostatik befasst sich mit ruhenden (statischen) Ladungen. Die Kraftwirkung
zwischen Ladungen wird durch elektrische Felder beschrieben.

17.1 Elektrische Ladung

In der Mechanik gibt es die drei unabhdngigen Grundgrofien Masse, Linge und Zeit mit
den Einheiten Kilogramm, Meter und Sekunde. Alle anderen Grofien wie z.B. Ge-
schwindigkeit oder Kraft werden aus diesen Grofien abgeleitet (siehe Abschn. 1.2). In der
Elektrodynamik wird eine weitere, vierte Grundgrdfie benétigt: Die elektrische Ladung mit
der Einheit Coulomb oder aber die Stromstdrke mit der Einheit Ampere. Die kleinste
Ladungsmenge (aufierhalb der Elementarteilchenphysik) ist die sog. Elementarladung e .
Protonen haben die Ladung +e, , Elektronen die Ladung —e,, .!

Nach einem Beschluss der 26sten Generalkonferenz fiir Maf3 und Gewicht hat die Ele-
mentarladung (Protonenladung e, ) seit dem 20.Mai.2020 den fest fixierten und zukiinf-
tig unverdnderlichen Wert

e,=1,602176634-10 " C (exakt) ~ 1,602-10 "

C (17.1-1)
Ich betone nochmals: Zukiinftig hat die Elementarladung einen exakt vereinbarten Wert
und keine Unsicherheit. Die Festlegung der Elementarladung definiert auch die Ladungs-
einheit Coulomb universell und unverdnderlich. Eine Ladung der Gréfie —1C enthilt
10'9/1,602176 634 Elektronen.

Flielende Ladungen erzeugen elektrische Strome. Die mittlere Stromstirke wird defi-
niert als

! Freie Elektronen werden in erster Linie durch den Gliheffekt, den Photoeffekt oder die Feldemission
erzeugt.
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™At
Damit ist die Einheit Ampere (abgekiirzt ‘A’) der Stromstirke wie folgt festgelegt:

I

1 Coulomb 1C
1 Ampere: = ~ ~oulomb oder abgekiirzt 1A:=—
1 Sekunde S

Die momentane Stromstirke ist die mittlere Stromstédrke im Grenziibergang At — 0 :

Al
I(t):= lim 29 _ im
At—>0 At At—0 At

Q+AN-Q) oy

Dabei ist Q(¢) die Ladung, die bis zur Zeit ¢ geflossen ist. Die Stromstéirke wird also mit
der Elementarladung e, definiert. Bei einer Stromstirke von 1A fliefien an einer festen
Stelle des Leiters pro Sekunde etwa 1/(1,602 - 10719) ~6,25- 10'® Elektronen vorbei.

Bemerkung: Auch in der Mechanik werden die momentanen Grofien Geschwindigkeit v(t), Beschleuni-
gung a(t) und Leistung P(¢) durch den Grenziibergang At — 0 aus mittleren Grofien abgeleitet.

Experimentell wurden folgende Aussagen fiir elektrische Ladungen gefunden:

e Es gibt positive und negative elektrische Ladungen. Willkiirlich wurde das Vorzei-
chen der Elektronenladung als negativ festgesetzt. Ladungen mit gleichem (verschie-
denen) Vorzeichen stofien sich ab (ziehen sich an). Im Gegensatz zur Gravitations-
kraft, die nur anziehend ist, gibt es hier also anziehende und abstoflende Krifte.

» Ein Elektron hat die Ladung ¢, ein Proton die Ladung e, . Alle Ladungen Q sind
stets ganzzahlige Vielfache der Elementarladung:

Q=ke, mit k=0,+1,%3,...

o In abgeschlossenen Systemen, d. h. in Systemen, denen weder Ladungen zugefiihrt
noch entzogen werden, ist die Summe aller Ladungen konstant:

N
Z Q; = const in abgeschlossenen Systemen
i=1

Der Ladungserhaltungssatz ist vor allem in der Elementarteilchenphysik wichtig.

17.2 Die Coulombkraft

Die elektrische Ladung eines Korpers wird durch die Kréfte nachgewiesen, die andere
geladene Korper auf ihn ausiiben.? Wir betrachten in Abb. 17.2-1 zwei Ladungen Q,,Q,
mit den Ortsvektoren r,,r; . Die Ladungen seien punktformig, d. h. ihre Ausdehnungen
seien viel kleiner als ihr Abstand. In Experimenten ermittelte der franzdsische Physiker

ZIn gleicher Weise kann die Masse m eines Korpers gemessen werden, indem man die Gravitationskraft
der Erde auf ihn misst.
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Charles A. Coulomb gegen Ende des 18ten Jahr-

hunderts, dass die elektrostatische Kraft zwischen

ruhenden Ladungen

e proportional zum Produkt Q,Q, der beiden La-
dungen ist.

e indirekt proportional zum Quadrat (1~O—r1)2
des Abstandes ist.

o parallel zur Verbindungslinie der beiden Ladun-

gen ist. Abb. 17.2-1 Die Coulombkraft zwi-
1785 stellte Coulomb das Coulombsche Gesetz SCh?n be“}fndLa:ungen ij prfp;rti'
auf; es beschreibt die Coulombkraft, die die La- ona Zu;n, rdo, uktt Q& t,er 1a un-
dun auf die Ladun, ausiibt: gen Uund INAIrekt proportional zum
gQ 8Q Quadrat der Entfernung.
QQ Ty-1y
Fo =k 2 |, —r
(ry-1y) |0 —1]

Fiir spitere Rechnungen ist es vorteilhaft, die Konstante k in der Form k=1/(4ng,) zu
schreiben. Dann lautet die Coulombkraft der Punktladung Q, auf die Punktladung Q, ik
1 QQ r-r

- - (17.2-1)
4mey (r,-r,) | 7o -1

FOl

g, heiflt elektrische Feldkonstante oder Dielektrizititskonstante des Vakuums
oder Influenzkonstante und hat nach den Experimenten den Wert*

2 2
-12 C . z8,854'10_12 C _
Nm Nm

g, = 8,854 187 812 8(13)-10 (17.2-2)

In der Quantenmechanik beschreiben die Coulombkrifte die Bindung der Elektronen an
den Atomkern, die Wechselwirkung zwischen Atomen und Molekiilen und schliefilich
auch die zwischenatomaren Krifte in Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen.

3 Nach Beispiel 17.4-3 gilt die Gl. (17.2-1) auch im Auflenraum von allen ausgedehnten, kugelsymmetri-
schen Ladungsverteilungen mit Gesamtladung Q; .

4 Aus den Maxwell-Gln. ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen der elektrischen Feldkonstante
g, » der magnetischen Feldkonstante p, (siehe Abschn. 21.2) und der Lichtgeschwindigkeit c:

golgci=1 (17.2-3)

1948 wurde n, durch die Lorentzkraft zwischen zwei parallelen, stromdurchflossenen Leitern exakt fest-
gelegt. (Ndhere Erlduterungen stehen in Aufgabe 21-8). 1983 wurde c ebenfalls exakt vereinbart. Daher
wurde ¢, bis 2019 durch die Gl. g,=1/(n, ¢?) genau bestimmt.

2019 traf die 26ste Generalkonferenz fiir Mafy und Gewicht neue Vereinbarungen, die fiir alle Zeiten gelten
sollen; dabei wurde u. a. die Elementarladung e, exakt festgelegt. Seitdem sind ¢,u, mit Fehlern behaf-
tete Messgrofien.



4 17 Elektrostatische Felder

Das Coulombgesetz (17.2-1) hat die gleiche Form wie das Gravitationsgesetz, das die Anziehungskraft
zwischen zwei Massen beschreibt:
mym; Y -1, _
Fy,=-— VT mit der Gravitationskonstanten y=6,67-10
(rg-r)? Iro—11] kgs

Der einzige Unterschied besteht darin, dass es nur positive Massen und anziehende Gravitationskrifte gibt.

11 m3

Da Coulombkrifte und Gravitationskréfte beide indirekt proportional zum Quadrat des Abstandes sind,
hingt ihr Verhiltnis nicht vom Abstand ab. Das Verhiltnis der beiden Krifte ist fiir Protonen mit
-27
mp=1,67-10"""kg
Fo  8988-10° Nm/C>-(1,602-10 C)? 36
= ~1,24-10

Fo  667-10 " Nm®/kg® (1.67-10 ' kg)®

Ubrigens: Atomkerne sind trotz der abstoRenden Coulombkrifte zwischen den Protonen stabil, weil Pro-
tonen und Neutronen durch die ,,Starke Wechselwirkung“ zusammengehalten werden, auf die ich nicht
weiter eingehe.

Beispiel 17.2-1 Pendel im Gleichgewicht

Zwei kleine Metallkugeln mit Masse m und Ladung Q hén-
gen an Faden der Linge [ im selben Punkt an der Decke
(siehe Abb. 17.2-2).

Berechne die Entfernung d der Kugeln im Gleichgewicht fiir
d<<lI.

Lésung: Abb. 17.2-2 Die Coulomb-
Wir betrachten die rechte Kugel in Abb. 17.2-3. Auf die Ku- kraft driickt die Pendel
gel wirken die Gewichtskraft mg und die Coulombkraft auseinander.

F. . Das rechte Pendel ist genau dann im Gleichgewicht,
wenn sein Faden parallel ist zur resultierenden Kraft
mg+ F, also fiir

¢p=0 = sing=sina~=tana

d Fc 1 Q* 1

?lzmg:4n80 d: mg

5 1/3
R AL
2ne,mg ___
mg+Fq
Abb. 17.2-3 Auf die Pendel-
masse wirken die Gewichtskraft
17.3 Das elektrische Feld mg und die Coulombkraft F, .

Das Coulombgesetz kann leicht auf mehrere ruhende Ladungen verallgemeinert werden
(siehe Abb. 17.3-1): n Punktladungen Q; mit den Ortsvektoren r; (und auch n kugel-
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symmetrische Ladungsverteilungen mit den Ortsvektoren r; ihrer Ladungsmittel-
punkte) {iben insgesamt auf eine Punktladung q an der Stelle r die Kraft

F(r)=— > 1% _ rn (17.3-1)

dney o (r-r,)? |r-1)

aus. Die gesamte Coulombkraft ist also einfach die Vektorsumme der n einzelnen
Coulombkrifte; es gilt das Superpositionsprinzip.

Abb. 17.3-1 Die gesamte Kraft aller Punktladungen Q; auf die Ladung q ist die
Vektorsumme der n Einzelkrifte der i-ten Ladung auf die Ladung q.

Die Kraft F ist proportional zur Probeladung q und kann wie folgt geschrieben werden:
F(r)=qE(r) (17.3-2)
Diese Gl. definiert eine neue physikalische Grofie, das elektrische Feld E(r).

n Ladungen Q; mit Ortsvektoren r; erzeugen am Ort r das elektrische Feld:

n

E(l‘) - F(l‘) _ 1 Z Qi

q Ane, F (r-r)? [r-r

l’—l‘i
(17.3-3)

Nach dieser Definition ist das elektrische Feld am Ort r die Kraft auf eine Probeladung g,
die sich am Ort r befindet, dividiert durch q.

Die Einheit des elektrischen Feldes® ist N/C. Mit der spiiter eingefiihrten Einheit ‘Volt’
(der Spannung) lautet die Einheit V/m:

Einheit des elektrischen Feldes :

Qlz
8| <

(17.3-4)

3 Der Begriff ,Feld* ist ein zentraler Begriff in der Physik. Allgemein ist ein Feld eine physikalische Grdf3e,

die vom Ort r und evtl. auch von der Zeit ¢ abhéngt. Es gibt zwei Arten von Feldern:

e Skalare Felder F=F(r,t): Ein Beispiel ist das Temperaturfeld T(r, t), das die Temperaturverteilung
beschreibt, indem es jedem Ort r zu jeder Zeit ¢t eine Temperatur zuordnet.

o Vektorfelder F = F(r,t) : Beispiele sind das elektrische Feld E(r, t) und das spéter eingefiihrte Mag-
netfeld B(r,t).
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Das elektrische Feld, das die Ladungen Q; erzeugen, ist unabhdngig von der Probeladung
q und hdngt nur von der Verteilung und der Grofe der Ladungen Q; ab. Nach dem Super-
positionsprinzip iiberlagern sich die elektrischen Felder mehrerer Ladungen linear. Das
elektrische Feld einer positiven (negativen) Punktladung zeigt radial nach aufien (in-
nen).

Nach Gl. (17.3-5) lassen sich elektrische Felder durch Krifte auf Probeladungen messen.

Dabei muss die Probeladung g so klein sein, dass sie die Verteilung der Ladungen Q,,
d. h. die Ortsvektoren r; durch riickwirkende Krifte nicht (wesentlich) dndert. Andern-
falls wiirde sich das zu messende Feld E(r)bei der Messung dndern.

Beispiel 17.3-1 Feldstiirke im Fernfeld eines Dipols

Ein Dipol besteht aus zwei entgegengesetzt gleichen Ladungen mit dem Abstand 2d. Be-
trachte einen Dipol, dessen Ladungen iibereinander liegen und berechne das elektrische Feld
im Punkt P, der im Fernfeld (» >>d) auf einer horizontalen Gerade liegt, die die Verbin-
dungslinie beider Ladungen in der Mitte senkrecht schneidet.

+\q
1 oS T
d - T~
| ~~~__ P
 — ——
|
\l, Iéo;\l—/” - -q E +q
—-q

Abb. 17.3-2 Dipol mit elektrischen Feldern im Fernpunkt P. Es gelte: g >0
Losung:
Im Punkt P sind die Betrdge der beiden elektrischen Felder, die von den beiden Ladungen er-
zeugt werden, gleich grof} und lauten

1 q

E =-FE =
dng, r’+d?

+q -q

Die horizontalen Komponenten der beiden Vektorfelder E +q,E_q heben sich nach Abb.
17.3-2 gegenseitig auf; die vertikalen Komponenten haben dieselbe Richtung und addieren

sich daher. Die Summe E der beiden Vektorfelder E e E_ q ist vertikal und hat den Betrag

E= 2EJrq cosa = 2 4 d =
neg p24d? \/r2+d2
2dq 1

= (exakt auch im Nahfeld) (17.3-6a)

4T|280 2 2 32

(r +d )
1 2dq .

= E X - (nur im Fernfeld) (17.3-6b)

0 dne, o3

nur fiir r >>d
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Der Ladungsabstand 2d und die Ladung q treten im Fernfeld nur als Produkt auf. Da dieses
Ergebnis fiir alle Punkte im Fernfeld gilt (also auch fiir Punkte, die nicht auf der gestrichel-
ten, horizontalen Achse in Abb. 17.3-2 liegen), konnen die Ladung q und der Abstand 2d im
Fernfeld nicht einzeln gemessen werden, sondern nur das sog. elektrische Dipolmoment

p:=2dq (17.3-7)

Der rasche Abfall des Feldes mit r~> ist darauf zuriickzufiihren, dass die zwei Ladungen mit
wachsendem Abstand r - relativ gesehen — immer niher ,zusammenriicken®, so dass ihre
Felder nicht nur immer schwicher werden, sondern sich auch immer mehr gegeneinander
aufheben.

Wenn in einem Volumen V nicht einzelne Ladungen Q;, sondern eine kontinuierliche
Ladungsverteilung mit der Ladungsdichte

A
p(r) := lim —Q an der Stelle r (17.3-8)
AV =0 AV
vorliegt, dann lautet das elektrische Feld an der Stelle r :
p(r) r-r

(r-r)?* |[r-1'|

E(r)= J'

Vv

v (17.3-9)

Beispiel 17.3-2 Feldstiirke auf der Symmetrieachse einer geladenen Scheibe

a) Berechne das elektrische Feld
E(x) in einem Punkt P auf der
Symmetrieachse eines homogen
geladenen, diinnen Ringes mit
Radius rg;,, und positiver Ge-
samtladung Q (siehe Abb. 17.3-3).
b) Berechne das Feld E(x) auf
der Symmetrieachse einer Scheibe
mit Radius rgyqipe » POSitiver Ge-
samtladung Q wund konstanter
Fldchenladungsdichte

G:= Q/(TE récheibe ) .

c) Untersuche die Grenzfille
X >>Tgcheibe und x << ¥'Scheibe *

Abb. 17.3-3 Das dunkle Ringelement dV erzeugt
auf der Symmetrieachse das Feld dE.

Losung:
a) Aus Symmetriegriinden ist das
elektrische Feld E auf der x-Achse parallel zur x-Achse.

Das dunkle Volumenelement dV in Abb. 17.3-3 erzeugt auf der Symmetrieachse im Punkt P
ein Feld mit dem Betrag
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1 dQ

4me, p? 2
0 rRing + X

dE =

Bei der Integration {iber alle Volumenelemente bleibt aus Symmetriegriinden nur die x-Kom-
ponente des elektrischen Feldes iibrig. Daher interessieren wir uns nur fiir

1 dQ
dE, = dE coso. = 2 5 > X =
TE 2
0 rRing X \ rl%ing +x
1 xdQ
B 2 243/2
4me, (FRing +X°)

Bei der Integration iiber alle Volumenelemente ist x konstant, so dass nur das Integral
I dQ =Q zu berechnen ist. Wir erhalten
1 xQ
ERing (%) = (17.3-10)
g 2 2\3/2
4neg (rRing+x )

Fir x>>r . also im Fernfeld folgt das plausible Ergebnis: ERing (x)~Q/(4meyx?)

Rin;
b) Wir nehmen an, dass die Scheibe aus vielen konzentrischen Ringen besteht — jeweils mit
Radius r, infinitesimaler Ringdicke dr und infinitesimaler Fliche dA =2nrdr. Nach Gl
(17.3-10) erzeugen diese Ringe auf der Symmetrieachse Felder der Stirke

1 xdQ GXx rdr

dE

Ring: 2 2\3/2 T 2 27\3/2
4ney (r24x?) d0=c-2nr-dr 28y (r2+x?)

Integration iiber alle Ringe ergibt das gesamte elektrische Feld

"Scheibe d .
ox rdr ox ~ A
EScheibe (x)=—— J. PR - |:(r2 " xz) 1/2 } Scheibe _
2 80 (r + X ) 2 80 0
1
e | T———— (17.3-11)

- 2¢ f 2
0 1+ (rScheibe /x)

¢) Fiir x >> rg p.ipe €rhalten wir mit der Taylorentwicklung (1 +¢) REERNE €/2 das Feld

2
6 TScheibe 1 Q
Egheive (X) = by
* 4e 2 g dne, x?
X>>r o X - 2 0 X
Scheibe c=0Q /(ﬂ: rScheibe)

Wie erwartet erhalten wir in grofier Entfernung das Feld einer Punktladung Q.
Fiir rgy qjpe = . also fiir unendlich grofle Schreiben erhalten wir ein konstantes Feld:

E g heibe () = % fiir homogen geladene, unendlich ausgedehnte Platten(17.3-12)
0
L rScheibe

(Siehe auch Beispiel (17.4-5.)
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Das Vektorfeld E(r) kann (wie auch jedes andere Vektorfeld) auf zwei Arten graphisch
dargestellt werden:

e Man zeichnet an einigen ausgewiéhlten Stellen r; den Vektor E(r;) auf (siche Abb.
17.3—4a). Die Léange der gezeichneten Pfeile ist proportional zur Feldstérke.

X 4

V\'\

,
L

AN

/ \

\
-
—

¥ X
Abb. 17.3-4a Die elektrische Feldstirke einer Abb. 17.3-4b Feldlinien einer positiven
Punktladung wird an einigen Stellen gezeichnet. Punktladung.

e Man zeichnet die sog. Feldlinien, die wie folgt definiert sind: Die Tangenten der Feld-
linien haben iiberall die Richtung der elektrischen Feldstirke. Die Feldlinien zeigen in
die Richtung der Kraft auf eine positive Ladung. Die Dichte der Feldlinien im Raum -
nicht in der Ebene - ist proportional zur Feldstédrke. Elektrische Feldlinien beginnen bei
einer positiven Ladung und enden bei einer negativen Ladung. Elektrische Feldlinien
schneiden sich nicht.

In gleicher Weise werden in Abschn. ,,8.1 Grundlagen der Stromungslehre” die Stromlinien definiert: Die
Tangenten der Stromlinien haben die augenblickliche Richtung der Stromungsgeschwindigkeit. Nach der
Kontinuititsgl. wichst die Dichte der Stromlinien mit zunehmender Stromungsgeschwindigkeit.

Bedenke: Feldlinien sind nur gemalte und gedachte Linien, die lediglich die Kréfte auf positive Probekdrper

Abb. 17.3-5a Feldlinien eines Dipols. Ihre Tangen- Abb. 17.3-5b Feldlinien von zwei gleich
ten haben iiberall die Richtung der Feldstarke. grofien Ladungen.
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illustrieren sollen. Feldlinien kommt keine direkte physikali-
sche Realitdt zu.

Feldlinien ergeben {iibersichtlichere Bilder und
werden daher meistens bevorzugt.

Abb. 17.3-5a zeigt die Feldlinien eines Dipols, also
von zwei entgegengesetzt gleich grofien Ladungen.
Die Dichte der Feldlinien zeigt, dass die Feldstarke
zwischen den Ladungen am grofiten ist. Abb. 17.3—
5b zeigt die Feldlinien von zwei gleich grofien La-
dungen. In der Mitte zwischen beiden Ladungen
ist die Feldstdrke exakt null. Wenn keine negati-
ven Ladungen existieren, enden die Feldlinien im Abb. 17.3-6 Feldlinien von zwei
Unendlichen. verschieden grofien Punktladungen.

20 -0

In Abb. 17.3-6 werden die Feldlinien von zwei
verschieden grofien Ladungen dargestellt. In gro-
fler Entfernung sehen die Feldlinien dhnlich aus wie die Feldlinien einer Ladung +Q.

17.4 Gaufdscher Satz

Elektrische Felder konnen mit Gl. (17.3-3) oder mit Gl. (17.3-9) oft nur miihsam oder —
in den meisten Fiéllen - nur numerisch berechnet werden. Wir werden nun mit dem
Gaufdschen Satz eine Berechnungsmethode kennen lernen, die zwar viel einfacher und
vor allem viel eleganter ist, die dafiir aber nur in sehr wenigen, symmetrischen Fillen
angewendet werden kann. Der Gaufische Satz ermdglicht aber nicht nur die Berechnung
von symmetrischen elektrischen Feldern, sondern gibt vor allem auch tiefere Einsichten.

Vor der Einfiihrung in den Gaufischen Satz miissen wir den Fluss @ eines beliebigen
Vektorfeldes F(r) durch eine Fldche definieren. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:
Das Vektorfeld F ist konstant und die Fliche ist eben. Eine ebene Fliache wird durch ih-
ren Normalenvektor A beschrieben, der laut Definition senkrecht auf der Flidche steht
(bei einem Korper zeigt er immer nach aufien) und dessen Linge gleich dem Fldchenin-
halt A ist. Der Fluss durch die ebene Fliche wird als Skalarprodukt definiert:

®:=F-A fiir konstante Vektorfelder und ebene Flichen (17.4-1)

Beachte, dass der Fluss ein Skalar ist und daher keine Richtung hat. Das folgende Bei-
spiel aus der Stromungslehre macht deutlich, warum das Skalarprodukt aus einem Vek-
torfeld und einer Fliche ‘Fluss’ heifit — selbst dann, wenn (wie in der Elektrostatik)
nichts stromt.

Beispiel 17.4-1 Der Fluss des Geschwindigkeitsfeldes einer stromenden Fliissigkeit

Fine Fliissigkeit oder ein Gas strémt in horizontaler Richtung stationdr und homogen, d. h.
die Stromungsgeschwindigkeit v hdangt weder vom Ort noch von der Zeit ab. Berechne den
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Fluss durch eine ebene Fliche A und interpretiere
die Bedeutung des Flusses in der Stromungslehre.

v

Losung:
Das Skalarprodukt
v-A=vAcosd
ist das Produkt aus der Strecke, die da§ Fluid pro >
Sekunde zuriicklegt, und der Fliche A =Acos9, >

die senkrecht durchstromt wird. Der Fluss v-A ist

daher der Volumenstrom in m3/s, d.h. das Vo-
lumen, das pro Sekunde durch die Fliche A

stromt.

Wir betrachten nun den allgemeinen
Fall: Das Vektorfeld F(r) ist nicht
konstant oder die Fliche ist nicht
eben. In diesem Fall wird die Fldache
in n kleine Teilflichen mit Normalen-
vektoren dA; =zerlegt (siche Abb.
17.4-2). Die Teilflichen sind so klein,
dass sie ndherungsweise eben sind
und das Vektorfeld auf jeder Teilfla-
che ungefdhr konstant ist. Nach Gl.
(17.4-1) betrégt der Fluss

(ORS iFi'dAi
i-1

Abb. 17.4-1 Der Fluss eines Fluids
durch eine Fldche A ist gleich v mal
die dunkle, projizierte Fldche A.

Abb. 17.4-2 Eine gekriimmte Fldche ist
aus vielen kleinen, ndherungsweise ebenen

Flichenelementen zusammengesetzt. Die
Normalvektoren dAl. stehen senkrecht auf
den kleinen Flichenelementen.

Wenn die Teilflichen immer kleiner werden, dann geht die Summe in ein Integral {iber
und wir erhalten die allgemeine Definition eines Flusses:

Der Fluss eines beliebigen Vektorfeldes F(r) durch eine Fliche A ist definiert als Fla-

chenintegral

®:= IF(r)~dA
A

Demnach ist der Fluss des elektrischen Feldes

O = J.E(r)-dA
A

(17.4-2)

(17.4-3)

4’0 Beispiel 17.4-2 Fluss des elektrischen Feldes einer Punktladung

Eine positive Punktladung Q ruht im Koordinatenursprung. Berechne den Fluss durch eine
Kugel mit Radius r und Kugelmittelpunkt im Koordinatenursprung.
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Losung:

op= [ By da= Q [ £ oaa _

me 1
Axugel Axugel d r parallel zu dA
-2 [ Laa -
4me 1
Agugel rist bei der Inte-
gration konstant
1 2
LA RPN (17.4-4)
4n S() r 2 — SO
A Kugel

Der Fluss des elektrischen Feldes ist die von der Kugel eingeschlossene Ladung Q dividiert
durch die elektrische Feldkonstante €. Dieses Ergebnis ist aus zwei Griinden bemerkens-
wert:

e Der Fluss hédngt nicht vom Kugelradius ab, da mit zunehmendem Radius das elektrische
Feld mit 1/r? fillt und die Kugelfliche mit r? wiichst.

e Bei der Coulombkraft wurde in Unterkapitel 17.1 die Proportionalititskonstante k durch
1/(4ne,) ersetzt, um das Ergebnis in GI. (17.4-4) so einfach zu machen.

Man kann mathematisch beweisen, dass die Gl. (17.4-4) auf beliebige Ladungsverteilun-
gen und beliebige Fliachen verallgemeinert werden kann; man erhilt so den Gaufischen
Satz:6

Gauf3scher Satz

Der Fluss des elektrischen Feldes durch eine beliebige, geschlossene Fliche A ist gleich
der Summe der eingeschlossenen Ladungen Q; dividiert durch ¢:

chE-dAziZ Q, (17.4-5)
A o5

Ladungen auflerhalb der geschlossenen Fldche, iiber die integriert wird, tragen nicht zum
Fluss bei.

Der Gaufische Satz liefert einen Zusammenhang zwischen dem elektrischen Fluss durch
eine geschlossene Fliche’ und der eingeschlossenen Ladung. In vielen Aufgaben mit

6 Die GL. (17.4-5) folgt sehr schnell durch Volumenintegration aus der (zu postulierenden) Maxwell-Gl.

p(l‘) dv = Qinnen

v.Er <2 J.V-E(r)dV:
€ v VSO SO

0
Nach dem Gaufischen Satz der Vektoranalysis gilt:
j V.E(r)dV = cﬁE(r)uA
v A

Dabei ist A die geschlossene Oberfldche des Volumens V.
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symmetrischer Ladungsverteilung kann das Feld E(r) mit einfachen Fldchenintegralen
berechnet werden. Dabei muss die Integrationsfliche die Symmetrie der Ladungsvertei-
lung widerspiegeln, so dass das Feld E(r) entweder parallel oder senkrecht zu allen Fli-
chennormalen dA,; ist.

Der Gauf3sche Satz ist eine der vier Maxwell-Gln., die eine fundamentale Bedeutung fiir die Elektrodyna-
mik haben - vergleichbar mit der Wichtigkeit der Newtonschen Axiome fiir die Mechanik. Oben wurde
gesagt, dass der Gaufische Satz mathematisch aus dem Coulombschen Gesetz (17.2-1) abgeleitet werden
kann. Umgekehrt kann auch das Coulombsche Gesetz aus dem Gaufischen Satz und einfachen Symmet-
rieiiberlegungen hergeleitet werden (siehe das folgende Beispiel 17.4-3). Der Gaufische Satz (17.4-5) ist
daher dquivalent zum Coulombschen Gesetz (17.2-1).

Wir wollen nun untersuchen, wie in der Elektrostatik elektrostatische Felder im Innern
und im Auflenraum von leitenden Korpern aussehen.

1) Felder und Ladungen im Leiterinneren: Werden Ladungen auf oder in einen be-
liebig geformten, leitenden Korper gebracht, dann treten sehr kurzzeitig elektrische Fel-
der im Korperinnern auf. Sie verschieben die Ladungen solange, bis die elektrischen Felder
im Korperinneren verschwinden. (Den mathematischen Beweis dieser Aussage kann ich
hier nicht erbringen.) Daher gilt:

Leitende Korper sind in der Elektrostatik im Innern feldfrei: E 0

innen ~
Mit dem Gauf3schen Satz folgt daraus sofort eine zweite Aussage:

In der Elektrostatik ist das Innere eines leitenden Korpers nicht nur feldfrei, sondern auch
ladungsfrei: Q, ., =0

Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass es in der Elektrostatik eine
Ladung Q;,nen #0 im Innern eines leitenden Koérpers gibt. Dann ist der Fluss @y fiir alle ge-
schlossenen Flichen A, die nur diese eine Ladung umschlieflen, einerseits (wegen E;, ., =0)
null, andererseits aber (wegen des Gaufischen Satzes und wegen Qj,,., #0) nicht null. Dieser
Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch ist. u

Auch Hohlrdume mit einer geschlossenen, leitenden Oberfliche sind feldfrei. Daher
schirmt eine Metallhiille einen Raum sicher gegen dufiere elektrostatische Felder ab.
Aber auch ein engmaschiges Metallnetz oder -gitter, ein sog. Faraday-Kifig liefert in
der Praxis meist eine ausreichende Abschirmung.

2) Felder auf Leiteroberflichen: Statische elektrische Felder stehen im Aufienraum
senkrecht auf den Leiteroberfldchen. Hitten die Felder eine Komponente parallel zur Lei-
teroberfldche, so wiirden sich die Ladungen unter der Oberfliche solange verschieben,
bis die elektrischen Felder iiberall senkrecht auf den Leiteroberflichen stehen.

7 Eine Fliche heifit geschlossen, wenn sie ein Volumen vollstindig einschliefit. Die Oberflachen aller
Korper sind geschlossen; ebene Fldchen sind nie geschlossen.



