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Vorwort

Vorwort

Erfolg von Anfang an

...ist das Geheimnis eines guten Abiturs. Das vorliegende Ubungsbuch ist speziell auf die grund-
legenden Anforderungen des hilfsmittelfreien Teils (HMF) des Mathematik-Abiturs im Grund-

kurs in Hessen abgestimmt. Es umfasst die Bereiche Analysis, Geometrie und Stochastik.

Der hilfsmittelfreie Teil besteht aus mehreren kleinen Aufgaben, die ohne Taschenrechner und
ohne Formelsammlung zu l6sen sind. Genau hierfiir wurde das vorliegende Buch konzipiert: Es
fordert das Grundwissen und die Grundkompetenzen in Mathematik, vom einfachen Rechnen
und Formelanwenden bis hin zum Verstehen von gedanklichen Zusammenhiingen. Das Ubungs-
buch ist eine Hilfe zum Selbstlernen (learning by doing) und bietet die Moglichkeit, sich intensiv
auf die Priifung vorzubereiten und gezielt Themen zu vertiefen. Hat man Erfolg bei den grund-
legenden Aufgaben, machen Mathematik und das Lernen mehr Spalf.

Wie arbeiten Sie mit diesem Buch?

Am Anfang jedes Kapitels finden Sie eine kurze Ubersicht iiber die jeweiligen Themen. Die ein-
zelnen Kapitel bauen zwar aufeinander auf, doch ist es nicht zwingend notwendig, das Buch der
Reihe nach durchzuarbeiten. Die Aufgaben sind in der Regel in ihrer Schwierigkeit gestaffelt.
Von fast jeder Aufgabe gibt es mehrere Variationen zum Vertiefen.

In der Mitte des Buches finden Sie den blauen Tippteil mit Denk- und Losungshilfen.

Die Losungen mit ausfiihrlichen verstindlichen Losungswegen bilden den dritten Teil des Ubungs-
buchs. Hier finden Sie die notwendigen Formeln, Rechenverfahren und Denkschritte sowie manch-

mal alternative Losungswege.

Der blaue Tippteil

Hat man keine Idee, wie man eine Aufgabe angehen soll, hilft der blaue Tippteil zwischen Auf-
gaben und Losungen weiter: Zu jeder Aufgabe gibt es dort Tipps, die helfen, einen Ansatz zu
finden, ohne die Losung vorwegzunehmen.

Die Kontrollkdstchen 0

Damit Sie immer den Uberblick behalten kénnen, welche Aufgaben Sie schon bearbeitet haben,
befindet sich neben jedem Aufgabentitel ein Kontrollkidstchen zum Abhaken.



Vorwort

Der Ablauf der Abiturprifung

Die Abiturpriifung besteht aus zwei Teilen:

Priifungsteil 1: Hilfsmittelfreier Priifungsteil (Erlaubte Hilfsmittel: Ein Worterbuch der deut-
schen Rechtschreibung und eine Liste der fachspezifischen Operatoren)

Priifungsteil 2: Aufgaben differenziert nach Rechnertechnologie (Erlaubte Hilfsmittel: Ein Wor-
terbuch der deutschen Rechtschreibung, ein wissenschaftlich-technischer Taschenrechner oder
ein CAS, eine gedruckte Formelsammlung sowie eine Liste der fachspezifischen Operatoren)

Priifungsteil 1 (maximal 100 Minuten)

Analysis Lineare Algebra/ Analytische Geometrie Stochastik
A (HMF)
25 BE

Priifungsteil 2

Analysis Analysis
B1 oder B2

25 BE 25 BE

Lineare Algebra
Analytische Geometrie

C
15 BE

Stochastik
D
15 BE

Die gesamte Priifungszeit betrdgt 285 Minuten, d.h. 4 Stunden und 45 Minuten.



Vorwort

Die Ermittlung der Notenpunkte

Insgesamt konnen maximal 80 Bewertungseinheiten (BE) in der Priifung erzielt werden, davon
25 BE im Teil A (HMF) und 55 BE im Teil B.
Aus den Bewertungseinheiten ergeben sich folgende Notenpunkte:

Bewertungseinheiten Notenpunkte Note
0-15 0 ungeniigend
16 - 21 1
22-26 2 mangelhaft
27-31 3
32-35 4
36 -39 5 ausreichend
40 - 43 6
44 - 47 7
48 - 51 8 befriedigend
52-55 9
56-59 10
60 - 63 11 gut
64 - 67 12
68 -71 13
72-175 14 sehr gut
76 - 80 15

Allen SchiilerInnen, die sich auf das Abitur vorbereiten, wiinschen wir viel Erfolg.

Helmut Gruber, Robert Neumann



2 Stammfunktionen und Integrale

Tipps ab Seite 65, Losungen ab Seite 91

Fiir eine Stammfunktion F einer Funktion f gilt: F'(x) = f (x).
Das Bilden einer Stammfunktion kann man daher als die Umkehrung des Ableitens bezeichnen.

Die Stammfunktion ist nur bis auf die Konstante ¢ bestimmt, da diese beim Ableiten wieder

wegfillt. Folgende Stammfunktionen werden hiufig benotigt:

f(x) F(x) f() F(x)
X' n#E—1 %H-x’”’l—i—c X n A —1 nlﬁﬂ-x’”’l—i—c
& & e .ek-erb % .ek-erb +c
sin(x) —cos(x)+¢ -sin(b - x) —%-cos(b-x)+c
cos(x) sin(x) + ¢ -cos(b-x) 5 -sin(b-x)+c

2.1 Stammfunktionen

Geben Sie je eine Stammfunktion fiir alle folgenden Funktionen an.

2.1.1 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten

a) f(x) =203 — 32242

d) fu(x) = 4ax® — 3ax?

b) f(x) = 10x* +2x% —x

e) fi(x) =2tx% —2x+ 1

2.1.2 Exponentialfunktionen

a) f(x) = 3e*
d) f(x) =6-&7
2.1.3 Trigonometrische Funktionen

a) f(x) =3-cos(2x+1)

d) f(x) =4-cos(4x+4)

b) f(x) =4e™*

e) f(x) =2 (x* — 6e*)

b) f(x) =4-sin(—3x+2)

e) f(x) =3-sin(3x—9)

f) f(x)

0
0
¢) f(x) =3x> —4x
0
¢) f(x) =334 x°
=27 %+ Xiz
0

c) flx)= % -cos (7x)

11



2.2 Integrale

2.2 Integrale 0l

Berechnen Sie folgende Integrale:
z 0 2
a)/ (4-sin (2x)) dx b)/ (1+e ) dx c)/ (1+3)ax
0 —1 1 *
1 3 2
d) / (22 +1) dx e) / (6x2 + 2x) dx f) / (2x—2e %) dx
0 1 0

2.3 Integralgleichungen [

u 9
a) Bestimmen Sie u > 0 so, dass gilt: / §x2M = R
0

u 31
b) Bestimmen Sie u# > 0 so, dass gilt: / dx = 5
1

u
¢) Bestimmen Sie u > 0 so, dass gilt: / 2¢*dx = 1.
0

2.4 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven L]

Um den Fldcheninhalt zwischen zwei Kurven zu bestimmen, berechnet man das Integral der

Differenz der Funktionen iiber dem Intervall der beiden Schnittstellen. Dabei gilt «obere Kurve

minus untere Kurve»: 4y
X X
A= — dx
[ -5) N
Sind die Schnittstellen x; und x, nicht bekannt, miissen L
. . g X)
diese zuerst bestimmt werden. S 3
X, ' X,
Berechnen Sie jeweils den Flicheninhalt zwischen den zwei Kurven:
a) f(x)=x+1 b) fx)=4—-x2 ¢) f(x)=2-sin(x)
glx)=x+1 gx)=x>—4 g(x) = —sin(x)x € [0; 7]
Tipp: Machen Sie sich eine Skizze der beiden Graphen.
. . . . y
d) Gegeben sind die Gerade g mit der Glei- \ 3 /
chung y = 2 und die Funktion f mit g y
2
flx) =32
Berechnen Sie den Flacheninhalt der !
schraffierten Flache. d
4 -3 -2 - 1 2 3 4

12



2.4 Fliacheninhalt zwischen zwei Kurven

e) Gegeben sind die Gerade g mit der Glei- g
chung y = 3 und die Funktion f mit 5
flx) =x>—1. \ / 7l
Berechnen Sie den Flicheninhalt der
schraffierten Fliche. >

13



Tipps 2. Stammfunktionen und Integrale

Tipps — Analysis
1 Ableiten

1.1 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten
a)-c) Verwenden Sie die Potenzregel (a-x") =a-n-x""1.
d) - e) Wenden Sie die Kettenregel an: (u (v(x))) " =u’ (v(x))-v'(x) (duRere Ableitung mal innere
Ableitung).

f) - g) Wenden Sie die Produktregel (u(x) - v(x)) ' =u'(x) - v(x) +u(x) -v/(x) und die Kettenregel
(duBere Ableitung mal innere Ableitung) an.

h)-i) Verwenden Sie die Potenzregel (a-x") =a-n-x""!.

1.2 Exponentialfunktionen

a) -d) Verwenden Sie zuerst die Produktregel und dann die Kettenregel.

e) - f) Verwenden Sie die Kettenregel, teilweise mehrfach.

1.3 Trigonometrische Funktionen

a) - b) Verwenden Sie die Kettenregel.

c)-e) Verwenden Sie die Produktregel und teilweise die Kettenregel.

2 Stammfunktionen und Integrale

2.1 Stammfunktionen

2.1.1 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten
a) - e) Benutzen Sie die Integrationsregel fiir Potenzfunktionen: Besitzt f die Form

f(x)=a-x",dannist F(x) =a- n—}rlx”H +c¢; n# —1 eine Stammfunktion.

2.1.2 Exponentialfunktionen

a) - d) Fir verkettete (verschachtelte) Funktionen mit innerem linearen Ausdruck gilt die Integra-
tionsregel fiir lineare Integration:
«AuBere Stammfunktion geteilt durch innere Ableitung».
Bei einer e-Funktion mit f(x) = a-ek**? ist e() die #uBere Funktion und k - x + b die
innere Funktion. Der Parameter a verdndert sich nicht beim Integrieren.

e) Losen Sie zunichst die Klammer auf und verwenden Sie die Integrationsregeln fiir Potenz-
funktionen bzw. lineare Integration.

f) Schreiben Sie den Bruch als Potenz mit negativem Exponenten und verwenden Sie die
Integrationsregeln fiir Potenzfunktionen bzw. lineare Integration.

65




3. Gleichungen Tipps

2.1.3 Trigonometrische Funktionen

a) - e) Beachten Sie, dass sin(x) eine Stammfunktion von cos(x) und — cos(x) eine Stammfunk-
tion von sin(x) ist.
Auch bei diesen Aufgaben gilt die Regel fiir verkettete Funktionen mit innerem linearen
Ausdruck:
«AuBere Stammfunktion geteilt durch innere Ableitung».
Ist f(x) = a-sin(bx+c), soist sin (...) die duBere Funktion und bx + ¢ die innere Funktion.
Der Parameter a verdndert sich nicht beim Integrieren.

2.2 Integrale
a) - f) Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
b
/ f(x)dx =F(b) — F(a), wobei F eine Stammfunktion von f ist.

Verwenden Sie die Regeln fiir die Stammfunktionen (siehe die Tipps zu 2.1).

2.3 Integralgleichungen

a) - c) Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
/ f(x)dx =F(b) — F(a), wobei F eine Stammfunktion von f ist. Lsen Sie die
a

entstandene Gleichung durch Wurzelziehen oder Logarithmieren nach u auf.

2.4 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

a) - d) Bestimmen Sie jeweils die Integrationsgrenzen durch Gleichsetzen der Funktionsterme.
Priifen Sie, welche Kurve die obere Kurve ist. Stellen Sie nun ein Integral auf und wenden

b
Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung an: / f(x)dx =F(b) —F(a).
a

e) Den Inhalt A der markierten Fldche erhalten Sie, indem Sie die markierte Fldche in zwei
Teilflichen A und A, aufteilen. Die Teilfliche A; ist ein Rechteck, dessen Flicheninhalt
Sie mit der Formel A; = a- b berechnen. Die Seiten a und b des Rechtecks erhalten Sie,
indem Sie die positive Schnittstelle der Geraden mit der Gleichung y = 3 und dem Graphen
von f durch Gleichsetzen der Funktionsgleichungen bestimmen. Die Fliache A, wird durch
die Gerade und dem Graphen von f begrenzt. Den Fldcheninhalt von A, erhalten Sie mit
Hilfe eines Integrals. Verwenden Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Addieren Sie die beiden Flicheninhalte der Teilflichen.

3 Gleichungen

3.1 Potenzgleichungen

a) - b) Verwenden Sie die pq- bzw. abc-Formel.

66



Losungen 2. Stammfunktionen und Integrale

2 Stammfunktionen und Integrale

2.1 Stammfunktionen
2.1.1 Potenzfunktionen mit natiirlichen Exponenten
a) F(x) = 2x* — §x3+2x+0— I =33+ +e
b) F(x) = 1005+ 234 — L2 oS 4 Lt - L2y ¢
¢) F(x) = %x4 2x +ec=7 3xt—2x%+c
d) Fa()—44“x4 x3+c:ax4—ax3—|—c
e) Fi(x)=%x - 2x2+x+c
2.1.2 Exponentialfunktionen
a) Lineare Integration: F(x) = 3¢* + ¢
b) Lineare Integration: F(x) =4 - g +c=—4e " +c
¢) Lineare Integration: F(x) =3 - % +axtte=—e T+t +o

’3x+2
+ec=2e¥2 4 ¢

d) Lineare Integration: F(x) = 6- <

e) Zuerst wird die Klammer aufgelost: f(x) = 2x* — 12¢3*, daraus folgt:
F(x):2- —12- 1 e3"+c——x —d4e¥ tc

f) Zuerst wird der Bruch als Potenz mit negativem Exponenten geschrieben:
f(x) =2-e >4 x72, daraus folgt:
F(x)=2- %—i—}lx’l te=—eP-1qc

2.1.3 Trigonometrische Funktionen

51n(2x+1)

a) Lineare Integration: F(x) =3 - +c= s1n (2x+1)+c¢

4. —cos( 2x+2)

b) Lineare Integration: F(x) = +e= cos( 3x+2)+c¢

_ sin(7x)
T

¢) Lineare Integration: F(x) =

(SN[

+c= & sin(mx) +c

d) Lineare Integration: F(x) =4 - Sin(‘tf ) 4o =sin(4x+4)+c

3. —cos(3x—9)

e) Lineare Integration: F(x) = 3 +c=—cos(3x—9)+c

91



2.2 Integrale Losungen

2.2 Integrale

b
Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung / f(x)dx=F(b)—F(a) ergibt
sich: ‘
a) /7 (4-sin(2x))dx= [—3 - cos (2x)]
0

—2-(-1) - (-2)=4

S oly

=[-2-cos (2x)]0% =—2-cos(2-3)—(—2-cos(2-0))

0
b) / (1+eM)dx= [x—e"‘](il =0—e0— (—1—e_(_1)) =—l+1l+e=e
-1

) /12<1+)%)dx:/12(1+3'x_2)d)€:[X-i—%x_l:ﬁ:[x—%} :2_%_(1_%):275

1
d) /0 (233 +1)dx = [%x4+x]('): (Z-1*+1) - (3-0*+0) =1 +1

|
[\S1[98]

3
e) /1 (6x% 4 2x) dx = [gx3+%x2]f = [2x3+x2]?
=(2:3343%) - (2-1P4+1?) =(54+9) - (2+1)=60

2

2 2
f) / (2x — 26_2") dx = [xz — %26_2)(} 0" {xz + 6_2X:| (22 + 6_2'2) — (02 + e—2~0)
0

—44et—1=3+e*

0

2.3 Integralgleichungen

a) Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung kann man die Gleichung
durch Wurzelziehen nach u auflosen:

Aix“—z
1 u
]
6" ], 2

1, 1 5 9

2203 =2

6" 6 2
s =2

w =27
u=3
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Losungen 2.4 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

b) Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung kann man die Gleichung
durch Wurzelziehen nach u auflésen:

15 1 5 31
— —.1P===
54 75 5
15 1 31
5 7575
w—1=31

w =32

u=2

¢) Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung kann man die Gleichung
durch Logarithmieren nach u auflosen:

u
/2exdx:1
0
u
{Ze"} =1
0
2¢" — (2¢°) =1
2et —2=1
26" =3
3
u_ -
€73

(3

2.4 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven
a) Schnittstellen bestimmen durch Gleichsetzen und Ausklammern:
x=x2=0=x-(1-x)=0 =x;=0,x,=1
Obere Kurve: f(x) (z.B. durch Einsetzen fiir x = 1)

1
A:/ (11— (2+1)) dv
0
1
:/ (—x2—|—x)dx
0
s 1)
et
! 1
6

1
= FE
32
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2.4 Flicheninhalt zwischen zwei Kurven Ldsungen

b) Schnittstellen bestimmen durch Gleichsetzen und Wurzelziehen: x; = —2,x, =2
Obere Kurve: f(x) (nach unten ge6ffnete Parabel).

A:/_22(4—x2—(x2—4))dx
ZLZ(—ZX2+8)M

2 2
= {— e Sx]
3 )

16 16
= 416—(+=—16
16 (+5 - 16)

32

=32-=
3

64

K

=21,33FE

¢) Gesucht ist die Fldche im Intervall I = [0; x]. Schnittstellen bestimmen durch Gleichset-
zen: 2-sin(x) = —sin(x) = 3-sin(x) =0 = x; =0, =7
Obere Kurve: f(x), (da 2sin(x) > 0 und —sin(x) < 0 im Intervall I gilt)

A:/O (2-sin(x) — (= sin(x))) dx
- /0 (3-sin(x)) dx

= [—3 : cos()c)};r

=—3-cosm— (—3-cos0)
=3 (=1)+3-1
=6FE

2

d) Gesucht ist die Fliche im Intervall I = [0; 2]. Schnittstelle bestimmen: 2 = %x =>x=2

Obere Kurve: Gerade g
2 1
A= / (2 - —x2) dx
0 2

1 .12
= |:2')C— —x3]
6 lo

1 1
=2.2--.2>—(2.0-=.0°
57 (205 0)
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Losungen 2.4 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

e) Den Inhalt A der markierten Flidche g Ay
erhilt man, indem man die markierte } A,
Fliache in zwei Teilflichen A| und A, \ 162” /f
aufteilt. 1
Der Graph von f schneidet die x- x
Achsebeix=1,da f(1)=12—1=0. 43 -2 R -
[ N R AT

Die Schnittstelle der Geraden mit der Gleichung y = 3 und dem Graphen von f erhélt
man durch Gleichsetzen:

X*—1=3
2 =4
X1p =32

Wegen x > 0 kommt nur x; = 2 als Schnittstelle in Frage.
Die Fliache A; ist ein Rechteck mit den Seiten a = 1 und b = 3.
Damit gilt:

Aj=a-b=1-3=3
Die Fliche A, wird durch die Gerade g und dem Graph von f begrenzt. Den Flidcheninhalt
A, erhilt man mit Hilfe eines Integrals. Da die Gerade g oberhalb des Graphen von f
verlauft, gilt:

po= [ )ar

8 1
—8_Z_ 44—
3 + 3
B 7 5
3 3
Damit erhilt man fiir den Flicheninhalt der markierten Fliche:

5 14
A=A +A=3+-=—
1+ A +3 3

Der Flidcheninhalt betrigt 174 FE.
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